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一 一 


前 言 


代数 几何 是 数学 中 最 古老 和 最 高 度 发 达 的 学 科 。 它 与 射影 几何 , 复 分 析 , 拓扑 , 数论 以 
及 其 它 目前 数学 上 活跃 的 领域 密切 相关 。 还 有 , 近年 来 , 代数 几何 在 风格 和 语言 上 都 经 历 
了 巨大 的 变化 。 由 于 这 些 原因 , 这 个 学 科 得 到 了 “ 难 入 门 ” 的 说 法 。 本 书 对 理论 的 某 些 主要 
一 般 性 结果 做 了 介绍 , 以 及 一 一 其 实 特别 强调 了 一 一 应 用 于 有 意义 例子 的 研究 和 计算 工具 
的 发 展 。 

很 多 原则 指导 了 本 书 的 酝酿 。 其 一 是 只 讲述 对 研究 具体 的 几何 问题 和 特殊 类 型 的 代数 
篮 所 必须 的 一 般 性 的 方法 , 这 些 是 本 书 的 中 心 。 

其 二 是 在 一 般 性 理论 和 研究 例子 之 间 应 该 有 一 个 取舍 , 就 象 目录 所 说 明 的 一 样 。 代 数 
儿 何 的 主 则 为 在 例子 的 纷繁 复杂 和 一 般 性 结构 的 对 称 性 之 间 提 供 平衡 特别 重要 ; 我 们 希望 
在 课题 和 讲述 顺序 上 反映 这 个 关系 。 

第 三 个 基本 原则 是 本 书 应 该 是 自足 的 。 特 别 是 , 任何 要 利用 到 的 具体 结果 都 将 完全 证 
明 。 在 与 代数 几何 不 同 的 学 科 中 , 学 生 遇 到 的 困难 是 大 量 的 交叉 引用 , 这 也 是 自足 化 的 一 
方面 原因 。 类 似 地 , 我 们 避免 暗中 提 到 一 一 或 上 只 陈述 不 证 明 一 一 有 关 结 果 。 本 书 决 不 是 代 
数 几 何 的 概述 , 而 是 用 详细 而 具体 的 几何 问题 来 发 展 一 套 有 效 的 工具 。 对 本 主题 , 我 们 的 
方法 最 初 是 解析 的 : 第 零 和 第 一 革 讨 论 复 流 形 理论 的 基本 方法 和 结果 , 特别 强调 了 可 应 用 
于 射影 徐 的 结果 。 从 第 二 章 开 始 讨 论 Riemann 曲面 和 代数 曲线 , 接着 第 四 和 第 六 章 分 别 讨 
论 代数 曲面 和 二 次 线 从 , 沿 着 经 典 的 路 线 , 我 们 逐渐 增加 几何 的 内 容 。 第 三 和 第 五 章 继续 
讨论 解析 方法 , 推进 到 复 流 形 中 更 专门 的 课题 。 

儿 个 重要 的 课题 被 完全 忽略 了 。 最 重要 的 是 代数 簇 的 算术 理论 , 模 问 题 以 及 奇异 性 。 
在 这 些 方面 , 这 里 没有 提供 必要 的 方法 。 其 它 课 题 , 比如 单 值 化 , 自 同 构 形 式 或 单 值 性 , 混 
合 Hodge 结构 也 被 忽略 , 虽然 大 部 分 方法 这 里 都 有 。 
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第 零 章 基础 知识 


在 本 章 , 我 们 概述 了 多 复 变 理论 , 复 流 形 理 论 , 拓扑 和 微分 儿 何 等 基础 知识 , 它们 将 在 
我 们 的 代数 几何 研究 中 使 用 。 虽 然 我 们 的 讲述 基本 上 是 自足 的 , 但 是 我 们 默认 读者 基本 熟 
悉 要 讨论 的 材料 。 本 章 的 基本 目的 是 建立 我 们 的 观点 和 介绍 在 形式 上 需要 的 结果 , 它们 将 
在 后 面 要 用 到 。 泛 泛 而 言 , 有 四 个 主要 部 分 : 

1. Weierstrass 定理 及 其 推论 , 在 第 一 和 第 二 讨论 。 它 们 给 出 了 解析 簇 局 域 特征 的 基 
本 图 像 。 定 理 本 身 不 被 后 面 直接 引用 , 但 是 图 像 是 根本 性 的 , 例如 , 解析 复 作 为 多 圆 盘 分 文 
履 盖 的 局 域 表 示 。 局 域 解 析 几 何 的 基础 在 第 五 章 进一步 讨论 。 

2. 层 论 , 在 第 三 节 讨 论 。 它 是 把 代数 艇 的 解析 , 拓扑 和 几何 内 容 联 系 起 来 的 重要 工 
有 具 。 一 个 好 的 例子 是 指数 层 序列 , 它 的 各 个 项 Z，C 和 0O* 分 别 反映 了 艇 下 面 的 拓扑 , 解析 
和 几何 结构 。 

3. 相交 理论 , 在 第 四 节 讨 论 。 它 是 经 典 代数 几 何 的 基石 。 它 使 我 们 可 以 用 拓扑 方法 来 
处 理 代数 入 的 接合 性 质 这 个 先 验 的 几何 问题 。 

4. Hodge 理论 , 在 第 六 和 第 七 节 讨 论 。 它 是 目前 为 止 在 本 章 介绍 的 最 复杂 的 方法 , 在 
目前 的 背景 下 , Hodge 理论 有 两 个 主要 的 应 用 : 首先 , 它 提供 了 Kihler 流 形 上 同调 的 Hodge 
分 解 ; 接着 , 它 与 第 五 节 介 绍 的 公式 一 起 得 到 了 下 一 章 的 消 没 定理 。 


Cauchy 公式 及 应 用 
符号 : 对 C" 中 的 点 , 将 写作 > = (2 2) 并且 
i = 天 十 V 一 1 
图 后 二 六 动 二 序 | 二 生 
i=1 
对 C" 中 的 开 集 U, 把 定义 在 UV 上 的 CY” 函数 的 集合 写作 Cs (D); 定义 在 U 的 闭 集 U 


的 菜 些 邻 域 上 的 Ce 函数 的 集合 写作 C%(U)。 
C" 法 R" 中 的 点 的 余 切 空间 由 {dzi; dyi} 张 开 ; 但 是 通常 用 复数 基 


QZ 一 QT; 十 人 —1dy;, dz; 一 QZ; -二 V—1dy; 
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和 余 切 空间 中 的 对 偶 基 


O 11/ 0 O O 11/ 0 O 
i Co 


更 方便 。 用 这 个 符号 ， 全 微分 的 公式 为 


0 0 
J = 5 Dp 


了 


在 单 变量 下 ， 我 们 称 开 集 U C C 上 C™ 函数 是 全 纯 的 , 如 果 它 满足 Cauchy-Riemann 
方程 916z = 0。 用 f(z) = wu(z) 十 V-1v(z), 这 等 于 


OF 


我 们 称 f 是 解析 的 , 如 果 对 所 有 的 zs U，f 在 z 一 2 中 有 局 域 级 数 展开 , 即 , 在 某 些 圆 盘 
A(z0,E) = {z:|z 一 20|< 引 中 


f(z2) = Si 一 20)", 


其 中 , 求 和 是 绝对 收敛 和 单 值 的 。 第 一 个 结果 是 ，f 是 解析 的 当 且 仅 当 它 是 全 纯 的 ; 为 了 证 
明 它 , 我 们 利用 


Cauchy 积分 公式 : 对 C 中 的 圆 盘 人，f e 0C%( 人 和 A), ze 人 ,有 


1 fwdw 1 / Of (w) dw A dw 

27V 一 1 ,Jaa wW—z 27rVvV-1T 人 人 OW wz 

其 中 , 线 积分 取 逆 时 针 方向 (最 后 的 积分 定义 的 情况 将 在 证 明 中 出 现 )。 

证 明 : 此 证 明 是 基于 带 奇异 点 的 微分 形式 的 Stokes 公式 , 这 个 方法 在 第 三 章 将 给 出 公式 。 
考虑 微分 形式 


f(z) 


网 1 Jojdu 
2 27rV 一 1 也 一 2 


对 z 关 w, 我 们 得 到 


且 因 此 得 到 
1 Of(w)dwAa\dw 


a 一 一 [e. 
6, 27V-1 00 wo—z 
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设 入。 = Al(z,s) 是 > 周围 半径 为 s 的 圆 盘 。 形 式 7 在 A 一 A。 中 是 Ce 的 , 并 且 应 用 Stokes 
定理 , 我 们 得 到 ， 


1 f(wadw 1 f(w)adw 
27vV—1 BA。 WW 一 之 加 27V 一 1] .jpA WwW—zZ 
Pe 1 Of dw A dw 


27V 一 x 化 


设 w 一 z= 二 re 有 


1 
27V 一 BA。 UW 一 之 1 f(z + ee”) 
当 = 一 0 时 它 趋 于 f(z); 还 有 ， 


dw Adw = —2vV—1ldrz 人 dy= —2vV—lrdr 人 入 dy, 


所 以 ， 
-人 -2 A dg) < dar A ed, 
OU WC— 之 
因此 ，(9f/6w)(dqw 人 dw)/(w 一 z) 在 人 上 绝对 可 积 , 并 且 当 e 一 0 时 ， 
afdoAdm 
A. OW 1 
得 到 结果 。 


现在 , 我 们 可 以 证 明 
命题 : 对 C 中 的 开 集 U 和 feEC”(U)，f 是 全 纯 的 当 且 仅 当 它 是 解析 的 。 


证 明 : 首先 假设 9f/6z = 0。 那 么 , 对 zo E VU, 充分 小 的 6, 在 zo 周围 半径 为 e 的 圆 盘 
A=A(zo,s) 中 的 z, 有 


1 f (w)dw 
A 27V 一 1 OA 一 之 
1 f(w)adw 
2xrV -1 .JpA (w—20)— (2— %0) 
国 1 f (w)adw 
人 


Oo 


SD (人 2 9 (z — 20)"; 


n=0 


因此 , 设 
1 f (w)dw 
2rV—l1 Jea (WwW — 20)"t! 


Qn, 一 
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我 们 得 到 , 对 > e A， 
f(2) = Dan(z — 20)", 
n=0 


其 中 , 在 任意 更 小 的 圆 盘 中 , 求 和 是 绝对 收敛 和 单 值 的 。 
相反 地 , 对 zeA=A(zoe), 假定 f(z) 有 一 个 震级 数 展开 


f(z) = >， an(2 一 20) 。 


因为 (0/06z)(z 一 20)”= 0, 所 以 级 数 的 部 分 求 和 满足 无 面积 积分 的 Cauchy 公式 , 因为 在 2 
邻 域 中 求 和 的 单 值 收敛 , 这 对 上 也 是 正确 的 , 即 ， 


ES f (w)adw 
4 xvV-l JJ woz 
因为 对 > 冯 久 ， 
i 
Oz (ss) I 
所 以 在 积分 号 下 微分 得 到 
0 -1 D / f(w) a 
21 (2 es (下 | dw = 0。 


我 们 现在 证 明 单 变量 的 最 后 一 个 结果 : 在 圆 各 A 上 给 定 一 个 Ce 函数 , 方程 


Ofc 
2 


总 可 以 在 更 小 的 圆 盘 上 可 解 ; 即 ， 


单 变量 -Poincaré 引 理 给 定 g(z) E Cece(A), 函数 


“一 4 g(w) 
1(2) = 7 /dAdo 
在 A 中 有 定义 且 是 Cee 的, 满足 


全 
5 


证 明 : 对 zo € 和 A, 选择 = 使 得 圆 盘 A(zo,2s) C A, 并 且 写 出 


9(2) = 91(2) 十 92(2)， 


其 中 ，g1(z) 在 Alzo,2s) 外 等 于 零 ，go(z) 在 人 (zo0,e) 中 等 于 零 。 积 分 
dw A dw 


1 
-人 
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有 明确 的 定义 , 并 且 在 > e A(zo,s) 是 Ces 的 ; 所 以 , 我 们 得 到 


O 
二 汪 /六 (2 2 ) gordo =0. 
因为 gi(z) 有 紧 致 文集 , 我 们 可 以 写 出 


ee 1 dw A dw 
人 i Dr St Te 
1 du MN dau 


其 中 , w= w 一 z。 转 换 到 极 坐 标 w = re”, 这 个 积分 变 成 


fi1(z) = ee [ 91(Z 十 re )dr 人 dg, 
TJc 


它 明显 在 z 有 定义 且 是 Cs 的 。 那 么 ， 


Ofi(z) Og1 —i0 
ee | 可 (z+re de dr 和 db 
可 Og1 dw Adw 


2xvV—1l1 JA Ow es 
但 是 gi 在 9A 上 等 于 零 , 因此 由 Cauchy 公式 得 到 


多 复 变 理论 
在 C" 上 函数 上 的 全 微分 公式 


中 , 我 们 把 第 一 项 表示 为 9f, 第 二 项 表示 为 0 9 和 0 是 在 坐标 的 复线 性 变化 中 不 变 的 微 
分 算 子 。 开 集 U C C"” 上 Ce 函数 f 称 为 全 纯 的 , 如 果 0f = 0; 这 等 价 于 f(z1,…, 24) 在 每 
个 变量 z; 中 分 别 全 纯 。 

就 象 在 单 变量 情形 一 样 , 函数 了 是 全 纯 的 当 且 仅 当 它 有 变量 z 的 局 域 暴 级 数 展 开 。 这 
在 一 方面 是 显然 的 : 由 前 面 同 样 的 讨论 , 收敛 震级 数 定义 一 个 全 纯 函 数 。 我 们 验证 交 = 2 
情形 下 的 逆 问题 ; 对 一 般 的 n, 计算 只 有 符号 上 的 困难 。 对 开 集 UC C? 中 的 全 纯 函 数 
f，zo EU, 我 们 可 以 固定 zo Ee U 周围 半径 为 7 的 圆 盘 A, 对 (zu 22) < 入 , 应 用 单 变量 的 
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Cauchy 公式 两 次 , 得 到 


f(z1,22) = | te es 
1 El load | dws 
27rV 一 1 Jo z02|=7 2xrV—1 J zol=r WO 一 入 12 一 22 
a (i / 站 f (1w1, w2) dw1dw> 
27V 一 1 oj 一 20,|= (wi 一 为 )(wa 一 22) 
利用 级 数 展开 


1 — (2 — 01)"(z2 — Zo0,)" 


(Wi—Z1)(w2 — 22) > (wi — Zo) TH (wo 一 Zos) tl 


我 们 得 到 ，f 有 一 个 局 域 级 数 展开 


ji 0) = >》 wa( 红 一 加) (2 — zoo)"s 
m,n=0 
证 毕 
多 复 变 理论 中 的 很 多 结果 都 可 以 从 单 复 变 直 接 拿 来 , 比如 恒 等 定 理 : 如 果 f 和 g 在 连 
通 开 集 U 中 是 全 纯 的 , 并 且 在 U 的 一 个 非 空 开 集 上 f = 9, 那么 ， = 9, 以 及 最 大 值 原理 : 
在 开 集 U 上 的 全 纯 函数 了 的 绝对 值 在 U 中 没有 最 大 值 。 但 是 , 在 单 复 变 和 多 复 变 情形 之 
间 有 一 些 惊 人 的 差别 。 例 如 , 设 U 是 多 圆 答 A(7) = {(z2t 22) : |21|,|22| < 了 并 且 设 VcCU 
是 任 给 ” <r 的 更 小 的 多 圆 盘 人 (r')。 那 么 , 我 们 有 
Hartogs 定理 : 在 U 一 V 的 令 域 中 任意 全 纯 函 数 扩张 到 UU 上 的 全 纯 函 数 


证 明 : 在 每 个 垂直 切片 2 = 常数 中 , 区 间 U 一 V 看 起 来 象 贺 环 x < |zs| < 7, 或 者 象 圆 各 
|z2| <7。 我 们 试图 把 在 每 个 切片 中 的 f 用 Cauchy 公式 来 扩张 , 设 


1 f (21, WwW2) dw2 
27vV—1 lual=r W222 


矿 定 义 在 整个 UU 上; 它 在 zo 中 明显 上 全 纯 的 , 并 且 因 为 (9/0 有 1)f = 0, 所 以 它 在 zi 中 也 
是 全 纯 的 。 还 有 , 在 U 一 V 的 开 集 | 有 | > 7 中, 由 Cauchy 公式 下 ( 纪 ,2) = f(z1, 2z2); 因此 
Flvv=f。 证 毕 
Hartogs 定理 应 用 于 许多 集合 配对 VC UV CC"; 它 通 常 的 应 用 方式 为 : 
在 开 集 UC C"(n > 1) 中 的 一 个 点 的 补 集 上 的 全 纯 函 数 扩张 到 所 有 U 中 的 一 个 全 纯 
函数 。 


F(z1, Z2) a 


Weierstrass 定理 和 推论 
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在 单 变量 理论 中 , 每 个 解析 函数 有 一 个 唯一 的 局 域 表 示 
f(z2)= (2— 20)"u(z2), ul(z0) #0, 


因此 , 我 们 特别 知道 ，f 的 零点 轨迹 是 离散 的 。 类 似 地 , Weierstrass 定理 给 出 了 多 复 变 全 纯 
函数 的 局 域 表示 , 由 此 , 我 们 得 到 它们 的 零点 集合 的 局 域 儿 何 图 像 。 

假设 我 们 在 C" 的 原点 的 某 些 邻 域 中 给 出 一 个 全 纯 函 数 /2 ,2 加)， 并且 
f(0,…,0) = 0。 假 定 ff 在 w 轴 上 不 恒 等 于 零 , 即 ，f 在 原点 周围 的 究 级 数 展开 包 含 一 
项 a.wi, 且 a 关 0 和 dz 1; 显然 , 这 就 是 大 多 数 坐 标 系 下 的 情况 。 

对 适当 的 r> 65 和 = > 0, 那么 , 当 lwl = 时 |jFo0,uw)l 65 > 0, 并 且 因 此 对 lw| = 
7, |z 入 es 有 | /zw)| 这 6/2。 现 在 , 如 果 双 三 下) 如是 |ul <7 时 f(z,w) = 0 的 根 ,由 
留 数 定理 ， 


1 wl(Of /Ow)(z,w) 
27rV 一 1 J f(z,w) 
所 以 窜 求 和 50(z)? 是 sl <e 时 zz 的 解析 函数 。 设 o1(z),…,0a(z) 是 矶 ,…,ba 的 基本 
对 称 多 项 式 ; o1,…, 04 可 表示 为 暴 求 和 > 0(z)? 中 的 多 项 式 。 因 此 , 函数 


好 十 好 十 :十 史 王 Quui 


9(z,W) = Ww — oz) Ww ++ (1)"0a(z) 


在 ||zj < a,lw| <7 时 是 全 纯 的 , 并 且 正好 在 与 了 一 样 的 集合 中 等 于 零 。 商 

f(z,w) 

gz w) 

有 定义 , 并 且 在 | < slwl < 7 中 一 至 少 在 f 和 9g 的 零点 之 外 是 全 纯 的 。 还 
有 , 对 固定 的 z，h(z,w) 在 圆 盘 lw| < > 中 只 有 可 去 掩 的 奇异 点 , 所 以 有 可 扩张 到 所 有 
上 zl < = jw| < r 中 的 函数 , 并 且 对 每 个 固定 的 z, 在 ww 中 是 解析 的 , 也 在 零点 轨迹 的 补 集中 
解析 。 写 出 


h(z,w) = 


h(z,w) 


1 
2xrv-1 lwl=r Ww ， 


我 们 得 到 , hh 在 z 中 也 是 全 纯 的 。 
定义 : w 的 Weierstrass 多 项 式 是 如 下 形式 的 多 项 式 : 


wtal(zs)w i+ .+aa(z2), ai(0) = 0。 


我 们 已 经 证 明了 下 面 定理 的 存在 性 部 分 : 
Weierstrass 预备 定理 : 如 果 f 在 C" 的 原点 周围 是 全 纯 的 , 并 且 在 由 轴 上 不 恒 等 于 零 , 那 
么 , 在 原点 的 某 些 邻 域 中 ， 可 以 唯一 地 写作 


三 一 9] 


其 中 , g 是 ww 的 次 数 为 d 的 Weierstrass 多 项 式 , 并 且 h(0) 关 0。 
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唯一 性 是 显然 的 , 因为 正好 与 了 一 样 等 于 零 的 任意 Weierstrass 多 项 式 的 系数 由 积分 
/ wl(Of /0w)(z,w) dw 
wl 


f(z,w) 


中 的 多 项 式 给 出 。 从 Weierstrass 定理 我 们 知道 , 在 C" 的 原点 邻 域 中 全 纯 的 函数 上 的 零点 
轨迹 , 对 大 多 数 坐标 系 ，z1,…,z_1,w 是 下 列 Weierstrass 多 项 式 的 零点 轨迹 : 


g(z2,w) = ww + az)w el. + aa(z)。 


现在 , 多 项 式 g(z,:) 的 根 bi;(z), 除了 g(z,:) 有 重 根 的 那些 z 值 外 , 是 z 的 局 域 单 值 全 纯 函 
数 。 因 为 g(z,…) 的 判别 式 是 z 的 解析 函数 , 所 以 

在 忆 轴 上 不 恒 等 于 零 的 解析 函数 f(z1,… ,Zz_1, WwW) 的 零点 轨迹 , 作为 在 解析 函数 的 零 
点 轨迹 上 分 支 的 一 个 有 限 叶 履 盖 而 局 域 投影 到 超 平面 (w = 0) 上 。 

作为 预备 定理 的 一 个 推论 , 我 们 得 到 


Riemann 扩张 定理 : 假设 f(z,w) 在 圆 盘 A C C 中 是 全 纯 的 ，g(z,w) 在 人 一 {f==0} 中 
是 全 纯 的 并 且 有 界 , 那么 g 可 扩张 为 人 上 的 全 纯 函 数 。 


证 明 (在 0 的 邻 域 中 ): 假设 直线 z = 0 不 包含 在 {f = 0} 中 。 象 以 前 一 样 , 我 们 可 以 找到 
和 5 > 0 使 得 对 lwl=7> 有 |F0z)| >6 > 0, 并 且 找 到 s 使 得 对 |zj| <e 和 |w|=r+ 有 
|f(z,w)| > 6/2; 那么 上 只 在 圆 盘 > = zo,|w 二 7 内 部 有 零点 。 由 单 变 量 理论 的 Riemann 扩 
张 定理 , 我 们 可 以 把 g 扩张 到 |z| < sjwl <7 中 的 函数 5 它 在 {f= 0} 外 是 全 纯 的 , 并 且 
在 ww 中 处 处 全 纯 。 象 以 前 一 样 , 我 们 写 出 


a 1 9(z, udu 
4 ~ 2xrvV-1l lul=r Ww 


得 到 ，5 在 > 中 也 是 全 纯 的 。 证 上 毕 

我 们 回想 一 下 初等 代数 的 结果 和 定义 : 设 RR 是 整 环 , 即 一 个 环 , 使 得 对 w,v € RR， 
u:v 二 0 和 访 w= 0 或 v= 0。 元 素 w€ RR 是 单位 , 如 果 存 在 ve RR 使 得 wv = 1; ww 是 不 可 
约 的 , 如 果 对 wv,w € R,w = 二 vw 意味 着 v 是 一 个 单位 或 w 是 一 个 单位 。 民 是 唯一 因子 分 
解 整 环 (UFD), 如 果 每 个 wu€ R 可 以 写作 不 可 约 元 素 ww,… ,wi 的 积 , 且 除 了 被 一 个 单位 相 
乘 外 wi 是 唯一 的 。 我 们 将 利用 的 主要 结果 是 : 

1. 呈 是 一 个 UFD=> Rt 是 一 个 UFD(Gauss 引 理 )。 

2. 如 果 忆 是 一 个 UFD 并且 w,v € 民 是 互 质 的 , 那么 存在 互 质 元 素 a, 6 e RIt],y 0€ 
RR, 使 得 


Qu+ Dv=7Y。 


YY 称 为 w 和 w 的 结 3 
设 2 : 表示 定义 在 z € C" 的 某 些 邻 域 中 的 全 纯 函 数 环 ; 把 6,0 写作 0,,。 由 恒 等 定理 ， 
On 0 并 且 还 是 最 大 理想 m 为 {f : f(0) = 0} 的 局 域 环 。 ff € CO 是 一 个 单位 当 且 仪 
f(0) 考 0。 第 一 个 结果 是 : 
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命题 0 是 一 个 UPD。 


证 明 : 利用 归纳 法 。 假 设 6,,_1 是 一 个 UFD 且 设 六 0O;。 我 们 可 以 假设 对 于 w= 是 


f=9:u, 


其 中 , 是 2 中 的 单位 ，g € 0O%_ilw| 是 Weierstrass 多 项 式 。 由 Gauss 引 理 ，O,_1[w|] 是 
一 个 UFD, 并 且 因此 我 们 把 9 写作 不 可 约 元 素 0 ,gm E O%_1[w|] 的 积 


(*) f = 91.* gm u, 
其 中 , 因子 9; 除了 单位 乘法 外 唯一 确定 。 现 在 假设 我 们 把 f 写作 不 可 约 元 素 fi,:…, 失 EE€ 
CO, 的 积 。 每 个 fi 对 于 w 必 是 规则 的 , 并 且 我 们 可 以 写 出 


其 中 ww 是 单位 ，9! 是 Weierstrass 多 项 式 , 应 该 在 Ci[w] 中 不 可 约 。 我 们 得 到 ， 


其 中 9 和 TI 9 都 是 Weierstrass 多 项 式 ; 由 Weierstrass 预备 定理 ， 


g= |[g, 
并 且 因为 6。_1[lw] 是 一 个 UFD, 所 以 得 到 , 除了 单位 外 ，g! 与 % 是 一 样 的。 因此 , 表达 式 
(*) 表示 6 中 的 唯一 分 解 。 证 毕 
命题 : 如 果 汪 和 9 在 Co 中 互 质 , 那么 对 |z|| <e，f 和 9 在 Gue 中 也 互 质 。 


证 明 : 我 们 可 以 假设 上 和 9 对 于 zz 是 规则 的 , 并 且 都 是 Weierstrass 多 项 式 ; 对 足够 小 的 
每 个 固定 的 > € C"!, 我 们 得 到 , 在 zz 中 jz 加) 和 0, 现在 , 我 们 可 以 写 出 


Qf +69=7, 


其 中 ,ape Ziul ye Zi 方程 在 0 ecCn 的 某 些 邻 域 成 立 。 
如 果 对 某 些 小 的 z €E C"， f(z0) = g(20) =0 且 了 和 9g 在 0 中 有 公共 因子 h(z', 4) 并 
且 h(z0) = 4， 那么 ， 


hlf,hlg 全 hly 
> he Or is 
是 于 是 hz …;,z0， 2) 在 加 中 恒 等 于 零 ， 与 我 们 的 假设 f(z0,,… ,2z0,_1,2n) 关 0 巴 
证 毕 


我 们 现在 证 明 
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Weierstrass 除法 定理 : 设 g(z,w) E CD _ iuw] 是 岂 中 次 数 为 无 的 Weierstrass 多 项 式 。 那 
么 , 任 给 f € Co, 我 们 可 以 得 到 
f 二 凡 十 7 


其 中 r(z, 四 ) 是 刀 中 次 数 < 天 的 多 项 式 。 
证 明 : 对 足够 小 的 s5 > 0, 对 |zl| < elwl < 6 定义 


二 “1 f(z,u) du 
a 2rV -lL fs 9%U) Uw 


hh 显然 是 全 纯 的 , 于 是 得 出 7 = f 一 gh。 我们 得 到 


r(z,w) = f(z,w)— 9(z,w) :hh(z,w) 


1 Oe fz,u)| du 
- 二/ fg | 
1 f(%,0) 9(% 0) — 9(%,W) 


2rV -1 Jss 9(2,u) UC—w 
但 是 (ww 一 w) 把 [gz 一 g(z,w)| 分 成 也 中 的 多 项 式 ; 因此 ， 


g(z, u) — g(z, WwW) 

2 一 0 
是 次 数 < 天 的 凤 中 的 多 项 式 。 因 为 因子 几 在 7(z,w) 的 展开 中 只 出 现在 p 中 , 我 们 得 到 ， 
7(z,w) 是 次 数 < 大 的 赂 中 的 多 项 式 。 显 然 , 如 果 


D(2 U, w) 一 


D(2, Uw) 一 Di(2 十 :十 了 (2 


本 1 f(z,u) 
27V 一 1 Jlu=s 9(%,u) 


Pi(z, Uduo 

证 毕 
推论 ( 弱 零 点 定理 ): 如 果 f(z,w) E CO 是 不 可 约 的 ，h € CO 在 集合 /zw) = 0 中 等 于 零 ， 
那么 在 2 中 了 整除 A。 


证 明 : 首先 , 我 们 假设 f 是 ww 中 次 数 为 天 的 Weierstrass 多 项 式 。 因 为 上 是 不 可 约 的 , 所 以 
ff 和 69f/6w 在 O,_i[w| 中 互 质 (deg ,> degv,9j/6w)i 因此 我 们 可 以 得 到 


0 
wp. 号 = 让 YEOn1, YO。 
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如 果 对 一 个 给 定 的 j6，f(z0,w) EClwl 有 重 根 ww 那么 , 我 们 得 到 


ja = 对 (Co 四 =0 
全 (20) = 0; 


因此 ，f(z,w) 在 ww 中 对 y(z) 关 0 及 个 不 同 的 根 。 现 在 , 由 除法 定理 , 我 们 可 以 写 出 


h=f:gi+r, rEO,ilw)l, degr <k。 


但 是 任 给 在 轨迹 (7 = 0) 之 外 的 jw，f(z0,w) 并 且 因 此 h(z0,w) 在 w 中 至 少 有 天 个 不 同 的 
根 。 因 为 次 数 r <k, 所 以 这 意味 着 r(zou) = 0 EClw]; 得 到 + 三 0 和 hh= fg。 证 毕 


解析 入 

上 述 结果 的 主要 目的 是 描写 C" 中 解析 簇 的 基本 局 域 性 质 。 我 们 称 开 集 Uc C" 的 子 
集 V 是 U 中 的 解析 竹 , 如 果 对 任意 p e UV, 存在 U 中 5p 的 邻 域 U, 使 得 V nv 是 区 中 全 
纯 函 数 及,… ,fi 的 有 限 集合 的 公共 零点 轨迹 。 特 别 是 , 如 果 Y 是 单个 非 零 全 纯 函 数 的 
零点 轨迹 , 那么 它 称 为 解析 超 曲 面 。 
解析 复 VC UC C" 称 为 不 可 约 的 , 如 果 Y 不 能 写作 两 个 解析 簇 Vi,V2 CU 的 并 , 其 
中 Vi,2 关 V; 它 在 peEV 称 为 是 不 可 约 的 , 如 果 VNU 对 U 中 的 小 邻 域 是 不 可 约 的 。 
首先 要 注意 , 如 果 fe 0 在 环 6 中 是 不 可 约 的 , 那么 , 在 0 的 邻 域 中 由 了 给 出 的 解析 超 曲 
面 V = {f(z) = 0} 在 0 是 不 可 约 的 : 如 果 V = 太 UW, 且 WW, 态 是 关 V 的 解析 艇 ,那么 ， 
存在 有 ,fz s 6n, 满足 有 (所 ) 在 Vi(V2) 上 恒 等 于 零 但 是 在 V(V) 上 不 恒 等 于 零 。 由 零点 定 
理 ，f 必须 整除 积 及 ; 因为 上 是 不 可 约 的 , 就 得 到 必须 整除 及 或 户 , 即 ，Vi 2 V 或 者 
3 2 V, 产生 矛盾 。 除 了 解析 超 曲 面 的 基本 图 像 (P.9), 我 们 得 到 

1. 假设 Vc Uc C" 是 解析 超 曲面 , 在 0 e Y 的 邻 域 中 由 V = {f(z) = 0} 给 出 。 因 为 
0 是 一 个 UFD, 我 们 可 以 写 出 


f= fi fn 
其 中 ， 卢 在 6% 中 不 可 约 ; 如 果 我 们 设 Vi = {fi(z) = 0}, 那么 我 们 有 


er 


其 中 ,Vi 在 0 处 是 不 可 约 的 。 因 此 , 如 果 p 是 任意 解析 超 曲面 VCU CC" 上 的 任意 点 , 那 
么 , V 可 以 在 p 的 菜 些 邻 域 UV' 中 唯一 表示 为 在 p 处 不 可 约 的 有 限 个 解析 超 曲 面 的 并 。 

2. 设 WCUCC" 是 在 0€ W 的 邻 域 中 作为 两 个 函数 f,g € 0 的 零点 轨迹 给 出 的 解 
析 簇 。 如 果 W 不 包含 经 过 0 的 解析 超 曲 面 , 那么 ，f,g 在 6 中 必须 互 质 ; 如 果 W 不 包含 
直线 {z/ = 0}, 那么 , 通过 取 线 性 组 合 , 我 们 可 以 假设 {f(z) = 0} 或 者 {9(z) = 0} 都 不 包含 
{z = 二 0}, 并 且 因 此 f 和 g 是 ,中 的 Weierstrass 多 项 式 。 设 


Y=af+Pg9A#A0€ On1 


基础 知识 : 多 复 变 初步 12 


是 f 和 g 的 结 式 。 我 们 断定 在 投影 映射 Ti:C" 一 C?- 下 琵 的 像 就 是 7 的 轨迹 。 为 此 , 写 
出 
Q 一 及 9 十 7 


其 中 7 的 次 数 严格 小 于 9 的 次 数 。 那 么 ， 
Y=7rf+(8+hf)g。 


现在 , 如 果 对 C"-! 中 的 某 些 z， 在 > 等 于 零 , 但 是 f 和 9g 沿 着 -1(z) 没有 公共 零点 ， 
是 断定 7 在 x-1(z) 中 所 有 9 的 零点 处 等 于 零 ; 因为 deg(7) < deg(9), 这 意味 着 7, 从 而 
8 十 hf, 在 x-1(z) 上 恒 等 于 零 。 因 此 , r 和 6 十 hf 在 除了 A(W) 以 外 的 yy 的 零点 轨迹 的 
任意 分 量 的 逆 像 上 都 等 于 零 ; 但 是 7 和 6 十 hf 互 质 , 所 以 没有 公共 分 量 。 于 是 我 们 得 到 ， 
A(W) 是 在 C?-1 中 原点 的 邻 域 上 的 解析 超 曲面 , 并 且 , 重复 我 们 的 解析 超 曲面 的 讨论 得 到 ， 
W 到 适当 选择 的 (n _ 2) 维 平面 Cn-2 C Cn 上 的 投影 把 W 局 域 表 示 为 Cn-2 中 原点 邻 域 的 
有 限 叶 分 支 履 盖 。 

3. 最 后 , 设 V CU CC" 是 在 0eV 处 不 可 约 的 解析 簇 , 适当 对 C" 中 0 的 任意 小 邻 域 ， 
Xi(VNnA) 包 含 C"*-! 中 0 的 邻 域 。 在 0 附近 写 出 


Va 


公共 轨迹 中 , 由 断言 2，m(V Nn 人) 将 是 C1 的 真 解析 子 徐 。 如 果 我 们 设 g(z) 是 f 的 最 大 
公 除 子 , 那么 我 们 可 以 写 出 


2) (2) } 
i 
因为 V 在 0 处 不 可 约 , 因为 轨迹 {f(z)/g(z) = 0, 对 所 有 不 能 包含 {g(z) = 0}, 于 是 我 们 
必然 得 到 


V = {9(z) = 0}, 

即 , V 是 0 附近 的 解析 超 曲 面 。 

上 上 述 结果 1,2 和 3 与 我 们 解析 超 曲面 基本 图 像 一 起 , 给 了 我 们 一 个 解析 簇 局 域 性 质 的 
一 个 图 像 , 即 , 局 域 上 被 一 或 两 个 全 纯 函 数 切 出 来 。 实 际 上 , 同样 的 图 像 对 一 般 解 析 簇 在 儿 
乎 所 有 方面 都 有 效 , 但 是 , 证 明 它们 需要 多 复 变 函数 理论 一 些 相对 深奥 的 技术 。 因 为 本 书 
知识 的 基本 着 眼 点 是 余 维 数 为 1 的 情形 , 所 以 我 们 在 这 里 陈述 而 不 证 明 一 般 解 析 禾 的 离散 
结果 : 

1. 如 果 V CU CC" 是 任意 解析 复 且 p e V, 那么 ,在 p 的 某 些 邻 域 中 ，Y 可 以 唯一 写 
作 在 p 处 不 可 约 的 解析 簇 Vi 的 并 , 并 且 Vi ¢ Vj。 

2. 任意 解析 簇 可 以 被 投影 映射 局 域 表示 为 在 人 的 解析 超 曲 面 上 分 支 的 多 圆 盘 人 的 有 
限 叶 禾 访 。 
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3. 如 末了 C C" 不 包含 直线 为 一 … 二 zm-1 一 0, 那么, 在 投影 映 冉 : (2 ,22) 一 
(2 ,zn-1) 下 ,VV 中 0 的 邻 域 的 像 是 0 s C"1! 的 邻 域 中 的 解析 子 艇 。 
证 明 这 些 结果 的 困难 更 多 在 于 技术 而 不 是 概念 。 例 如 , 为 了 证 明 上 断言 3, 注意 , 如 果 VV 
昌 隙 数 及 ,… ,i 在 0e€C" 附近 给 出 , 那么 , 由 ;的 所 有 互 质 线性 组 合 对 的 结 式 ，x(V) 被 
定义 在 0€ C”™! 的 邻 域 中 。 那 么 问题 是 证 明 在 多 圆 盘 中 全 纯 函数 的 任意 集合 的 零点 轨迹 
实际 上 由 在 略 小 的 多 圆 盘 中 有 限 个 全 纯 函 数 给 出 。 承 认 了 断言 3，1 和 2 不 难 通过 一 系列 
投影 来 证 明 。 
所 有 这 些 结果 都 来 自 真 投影 定理 , 我 们 将 在 下 节 陈 述 并 在 第 三 章 证 明 。 
最 后 , 多 复 变 函数 理论 的 几 个 更 基本 的 结果 在 第 五 章 用 留 数 方法 来 证 明 。 


EH 


Ne 
2. 复 流 形 


复 流 


未 


定义 : 复 流 形 M 是 一 个 可 微 流 形 , 它 容 许 一 个 开 覆 盖 {Us。} 和 坐标 映射 pu : Us。 一 C" 
使 得 对 所 有 的 a, 6，ypao pa 在 gal(Ua 赂 Us) c Cn" 是 全 纯 的 。 

开 集 UC M 上 的 函数 是 全 纯 的 , 如 果 对 所 有 a，f :pal 在 pg(VNnUs) CCC" 上 是 全 
纯 的 。 同 样 ，U C M 上 的 函数 的 集合 > = (多 ,… ,加 ) 称 为 全 纯 坐 标 系 , 如 果 对 每 个 a， 
paoz-! 和 zogpzl 分 别 在 z(UNnU) 和 wpa(UNUs) 上 是 全 纯 的 ; 复 流 形 的 映射 上: M 一 N 
是 全 纯 的 , 如 果 它 由 全 纯 函 数 用 N 上 局 域 全 纯 坐 标的 方式 给 出 。 
例子 

1. 一 维 复 流 形 称 为 Riemann 曲面 。 

2. 设 P 表示 经 过 C"+1 中 直线 的 集合 。 直 线 1 C C?+l 由 任意 Z 关 0€E1 确 定 , 所 以 我 
们 可 以 写 出 


pn _ {I2] #0€ Cr 
[Z| ~ [2 
在 不 包含 在 超 平面 (Z; = 0) 中 的 直线 的 子 集 U = {[2] : Z; 关 0} C Pp" 上 , 有 一 个 由 下 式 给 
出 的 到 Cn 的 双 射 pi: 


2 六 2, 
i([Z0,:…, 2Z,]) = ee 
pi( [Zo ]) (4 所 | 


之 1 为 1 之 

一 工 7 Nn 

Pi Pi | 0 上 
入 > 为 2 


显然 是 全 纯 的 ; 因此 ，P" 有 复 流 形 的 结构 , 称 为 复 射 影 空间 。 “坐标 ”2 = [20,…, 2] 称 为 
P” 上 的 齐 次 坐标 ; 由 映射 p; 给 出 的 坐标 称 为 欧 民 坐标 。P” 是 紧 致 的 , 因为 我 们 有 从 C"+1 
中 单位 球 到 P" 的 连续 满 和 里。 注意 ，P! 就 是 Riemann 球面 CU {00}。 
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任意 包含 映射 C*+1 一 C?+1 诱导 一 个 包含 映射 P* 一 P”; 这 样 映射 的 像 称 为 P” 的 线 
性 子 空间 。 C"+1 中 超 平面 的 像 仍 称 为 超 平 面 ，2 维 平面 C? C C"t1 的 像 称 为 直线 , 并 且 ， 
一 般 地 ，C*+1 C Cr+l 的 像 称 为 维 平 面 。 我 们 可 以 用 这 些 术 语 说 说 P" 中 点 之 间 的 线性 
关系 : 例如 ，P" 中 点 集 {pi} 的 张 开 被 取 作 由 直线 x-1(pi) 在 C"+l 中 张 开 的 子 空间 在 到 中 
的 像 ; 天 个 点 称 为 线性 独立 的 , 如 果 它 们 在 C"+1 中 相应 的 直线 线性 独立 , 即 , 如 果 它 们 在 
Pp" 的 张 开 是 一 个 (k 一 1) 维 平面 。 

注意 ，P” 中 超 平 面 的 集合 对 应 于 C*+! 上 非 零 线性 泛 函 的 集合 C"+k - {0} 模 标量 因 
子 ; 因此 它 本 身 就 是 射影 空间 , 称 为 对 偶 射 影 空间 , 表示 为 Pp。 

有 时 候 , 把 P" 看 作 添加 无 穷 处 的 超 平面 而 得 到 的 C" 紧 致 化 是 有 用 的 。 在 坐标 中 , 包 
含 映 射 Cn 一 P? 是 (2 ,及 ) 二 [1,,…, 2]; 五 的 方程 为 (20 = 0), 通过 把 无 穷 远 的 超 
平面 看 作 在 C" 中 我 们 可 以 到 达 无 穷 远 的 方向 而 得 到 等 价 H 兰 P": 。 

3. 设 和 =Z*CC" 是 离散 格子 。 那 么 , 商 群 C"/A 有 通过 投影 映射 T:C" 一 C"/A 而 
诱导 的 复 流 形 结构 。 它 是 紧 致 的 , 当 且 仅 当 上 = 2n; 在 这 种 情形 下 ，C"/ 人 A 称 为 复 环 面 。 

一 般 地 , 如 果 7 : M 一 NN 是 拓扑 覆盖 空间 且 NN 是 复 流 形 , 那么 7 也 给 予 M 一 个 复 流 
形 结构 ; 如 果 M 是 复 流 形 且 M 的 格子 变换 是 全 纯 的 , 那么 N 从 M 继承 了 复 流 形 结构 。 

这 个 构造 的 男 一 个 例子 是 Hopf 曲面 , 它 定义 为 通过 z 一 2z 生成 的 自 同 构 群 而 得 到 的 
C? 一 {0} 的 商 。Hopf 曲面 是 不 能 远 入 到 任何 维 数 的 射影 空间 的 紧 致 复 流 形 的 最 简单 的 例 
可 

设 M 是 复 流 形 ，p e M 是 任意 点 ，z = (和 ,…, 2) 是 周围 的 全 纯 坐 标 系 。 我 们 现在 
叙述 p 处 M 的 切 空间 的 三 种 不 同 定义 : 

1， 我 们 可 以 把 M 看 成 2n 维 实 流 形 ，TRy(M) 是 p 处 M 的 实 切 空间 。 Th,(M) 
可 以 作为 pb 的 邻 域 上 的 实 值 Cx 函数 环 上 的 民 线性 微 商 空间 而 得 到 ; 如 果 我 们 写 出 
% = i+ V—1y, 


DO 0 
A 二 
2， Teyp(M) = Try(M) Br C 称 为 p 处 M 的 复 化 切 空 间 。 它 可 以 作为 p 周围 M 上 复 
值 Cee 函数 环 中 的 C 线性 微 商 空间 而 得 到 。 我 们 可 以 写 出 


DO 0 
Teyp(M) Ee c{ 志 ,下 


DO 0 
| 
其 中 , 象 以 前 一 样 ， 


0 1/90 0 0 1/90 DO 
(0 J : Ve 


3. TM) =C{a/6z C Top(M) 称 为 p 处 M 的 全 纯 切 空 间 。 它 可 以 作为 Tcy(M) 的 
子 空间 而 得 到 , 由 在 反 全 纯 函 数 ( 即 , 使 得 f 全 纯 的 有) 上 等 于 零 的 微 商 组 成 , 所 以 不 依赖 于 
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全 纯 坐 标 系 的 选择 。 子 空间 TY(M) = C{6/6 丈 } 称 为 p 处 M 的 反 全 纯 切 空间 ; 显然 ， 
Tep(M) = TM)@ TM). 
观察 得 到 , 对 复 流 形 M,N, 任意 Ce 映射 了: M 一 NN 诱导 一 个 线性 映射 


fi :Troy(M) = TR,f(p (WN), 


并 且 因 此 诱导 了 映射 

fi :Top(M) = Tow)(N), 
但 是 一 般 不 能 诱导 出 从 (MM) 到 Tj,(N) 的 上 映射。 实际 上 , 映射 了: M 一 NN 是 全 纯 的 当 
且 仅 当 , 对 所 有 PE M, 有 


f(T(M)) C TyrolN). 
还 要 注意 , 因为 Top(M) 作为 实 矢 量 空间 Ty(M) 与 C 的 张 量化 而 自然 得 到 , 所 以 把 
D/5x 变 成 9/03 的 共 罗 f 算 子 有 明确 的 定义 , 并 且 
T’(M) = FAM) 


p 


因此 , 投影 

Trp(M) = Tep(M) — Ts(M) 
是 展 线 性 同 构 。 这 最 后 的 特性 使 得 我 们 可 以 在 纯粹 的 全 纯 切 空间 中 “处 理 几 何 ”。 例 如 , 设 
z(t)(0 <t< 1) 是 复 z 平 面 中 的 光滑 弧 。 那 么 ，z(#) = x(t) 十 V1y(t), 并 且 , 弧 的 切线 可 以 
被 取 作 


0 0 


vO + Te(O), 
或 者 
z 的 元 T(C) 中 ， 


并 且 这 两 个 在 投影 TR(C) 一 T'(C) 下 对 应 。 

现在 , 设 M,N 是 复 流 形 ，z(2 ,加 ) 是 中 心 在 pe M 的 全 纯 坐 标 ，w = (wi,… ,wnm) 
是 中 心 在 g EN 的 全 纯 坐 标 ，f : M 一 N 是 全 纯 映 射 , 满足 f(p) = gq。 与 p 处 MM 的 和 9g 处 
N 的 各 种 切 空间 相对 应 , 我 们 得 到 了 的 .Jacobi 和 矩阵 的 不 同 定 义 , 如 下 : 

1. 如 果 我 们 写 出 Zi = Xi 十 V 一 1y 和 Wa 一 Wa 十 V 一 Lva， 那么 ， 采用 Tp(M) 和 Tig(N) 
的 基 {0/9zxi,9/0yi} 和 {0/0ua,9/0va} 的 方式 , 线性 映射 由 下 列 2m x 2n 矩阵 给 出 : 
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De。 
NS | 
特别 注意 ，. 弥 (了) 的 秩 = 2 . .94( 方 的 秩 , 并 且 如 果 mm = m, 那么 ， 


det .Z(f): det .7(f) 
|det 7 (FP >0, 


即 , 全 纯 映射 是 保持 定向 的 。 我 们 把 C" 上 的 自然 定向 取 为 由 下 列 2n 形式 给 


其 中 ， 


det ZR(f) 


( 人 年) ( (da A da1) A (dz2 入 dz) 和 :入 (dz 和 dz) 
= dri1 Nadyi AAAazn MN dyn; 

显然 , 如 果 pa : U6 一 C",， yg :Ug 一 C" 是 复 流 形 M 上 的 全 纯 坐 标 映射 , 那么 由 C” 上 自 
然 定 回 的 pe 95 的 拖 回 与 Us Us 上 的 一 致 。 因 此 , 任意 复 流 形 有 一 个 自然 定向 , 它 在 全 
纯 映射 下 保持 不 变 。 
子 流 形 和 子 簇 

现在 , 我 们 在 全 纯 映 射 的 各 种 Jacobi 矩阵 之 中 建立 了 关系 , 不 难 证 明 ， 
逆 函 数 定理 : 设 UV 是 C" 中 的 空间 , 且 0€EU，f:U 一 V 是 全 纯 映射 , 满足 .94(f) = 
(8fi/60z;) 在 0 处 非 奇异 .。 那么 ,，f 在 0 的 令 域 中 上 一 对 一 的 , 并 且 广 ! 在 /0) 处 全 纯 。 
证 明 : 首先 , 因为 在 0 处 det|.9( 了 )| = |det(.4 (7)) 关 0, 由 通常 的 道 函 数 定理 ，f 在 0 处 
有 Ce 逆 函 数 广 :。 现 在 , 我 们 得 到 


所 以 ， 


> 
| 
es 
人 
己 
ey 
一 
es 
Q 
Wns 
Mp 
Mp 


区 有 9 和 党 


ofr! /oF 、 本 
污 ( 吕 ) 对 所 有 i.j。 


因为 (0f/0%) 是 非 奇异 的 , 这 意味 着 对 所 有 7 大 有 0f7 /0 = 0, 因此 f7! 是 全 纯 的 。 
证 毕 

类 似 地 , 我 们 得 到 

函数 定理 : 给 定 及 ,……, 有 € O,, 满足 


dot (FEO) za 
0%; 1<ij<k 
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那么 , 存在 函数 wk E CD 使 得 在 Cn 中 的 零点 邻 域 中 , 有 


fi1(2)=.… = f(z2)=0 人 OG%= w(t, zn), li<k, 


证 明 : 再 次 , 从 Cee 隐 函 数 定理 , 我 们 可 以 找到 满足 所 要 求 性 质 的 Cee 函数 ww,… ,wn; 为 
了 得 到 它们 是 全 纯 的 , 对 z= (zx ;2) 尺 十 1 < a < n, 我 们 写 出 


0 = (fw(2),2) 


和 ) | Ow i OW! ey 
(0 OF, a J 5 0 


证 上 毕 
全 纯情 况 下 一 个 特殊 的 性 质 如 下 : 
命题 : 如 果 f :UV 一 V 是 C" 中 开 集 的 一 对 一 全 纯 映射 , 那么 ，|.Z (有 ) 关 0, 即 ，f-! 是 全 纯 
的 。 
证 明 : 我 们 用 mn 上 的 归纳 法 来 证 明 ; n = 1 的 情形 是 显然 的 。 设 z = (zi1,…,z) 和 
二 (wi,… ,Wwn) 分 别 是 UV 和 VV 上 的 坐标 ， 了 (有) 在 0EU 的 秩 为 k; 那么 , 我们 可 以 
假设 矩阵 (ep/az00 ))o<ij<k 是 非 奇异 的 。 


% = f(z), 1 <i<h, 

2 k+l<a<n; 
由 逆 函 数 定理 ,，z = (2z,…, 芭 ) 是 0 附近 U 的 全 纯 坐 标 系 。 但 是 , 现在 了 把 轨迹 (zi = 
… 二 区 二 0) 映射 到 轨迹 (wi = … = ws = 0) 上 , 并 且 f(z ,2,) 的 Jacobi 矩阵 


(Ofa/0%) 在 0 处 是 奇异 的 ; 由 归纳 假设 , 上 = 0 或 者 =n。 那 么 我 们 得 到 ，f 的 Jacobi 算 
阵 在 它 的 行列 式 等 于 零 的 地 方 恒 等 于 零 , 即 ，f 把 轨迹 |.4 (有)| = 0 的 每 个 连通 分 量 映射 到 
V 中 一 个 单 点 。 因 为 了 是 一 对 一 的 , 并 且 全 纯 函 数 |: 和 ( 力 | 的 零点 轨迹 如 果 不 空 就 有 正 的 维 
数 , 因此 |. 和 (月 | 夭 0。 证 毕 
注意 , 这 个 命题 在 实 的 情形 下 不 成 立 , 比如 ， 民 上 的 映射 + 己 如 是 一 对 一 的 , 但 没有 一 
个 C” 逆 函 数 。 
现在 , 我 们 可 以 给 出 
定义 : 复 流 形 M 的 复 子 流 形 5 是 子 集 3 C M, 它 在 局 域 上 由 秩 .和 (j = 上 的 全 纯 函 数 集合 
用 ,… ,fr 的 零点 给 出 , 或 者 由 秩 .和 (用 = nn 一 上 的 映 冉 了:U 一 M 下 C** 中 开 集 U 的 像 


/人 
给 


A 


史 函 数 定理 保证 了 定义 的 两 个 不 同 条 件 实际 上 是 等 价 的 , 并 且 子 流 形 5 自然 有 维 数 为 
n 一 的 复 流 形 结构 。 
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定义 : 复 流 形 M 的 解析 子 和 化 了 是 一 个 子 集 , 它 局 域 上 由 全 纯 函 数 的 有 限 集合 的 零点 给 出 。 
点 p EV 称 为 V 的 光滑 点 , 如 果 V 是 p 附近 M 的 子 流 形 , 即 , 如 果 V 在 p 的 邻 域 中 由 秩 
了 (了) = 的 全 纯 函 数 广大 给 出 ; Y 的 光滑 点 的 轨迹 记 为 WW。 点 DEV 一 V* 称 为 V 
的 奇异 点 ; V 的 奇异 点 的 轨迹 记 为 V。 如 果 VV = V*, 即 , 如 果 VV 是 M 的 子 流 形 , 那么 V 
称 为 光滑 的 , 或 非 奇 异 的 。 

性 别 是 , 如 果 是 用 局 域 坐标 z 的 方式 由 函数 给 出 的 解析 超 曲面 VC M 的 点 , 那么 ， 
我 们 定义 多 重度 multy(V) 为 了 处 了 等 于 零 的 次 数 , 即 , 使 得 所 有 偏 微 商 

orf 


=0, k<m—1 


的 最 大 整数 。 

这 里 我 们 应 该 谈 谈 一 个 在 代数 几何 中 到 处 使 用 的 术语 : 一 般 这 个 词 。 当 我 们 讨论 局 域 
上 用 复 流 形 或 复 流 形 的 解析 子 复 表述 的 一 族 对 象 时 ,“ 族 的 一 般 元 素 有 某 些 性 质 ” 的 确切 意 
思 是 “没有 被 包含 在 严格 更 小 维 数 的 子 簇 中 的 那些 性 质 的 族 中 对 象 的 集合 ”。 

一 般 地 , 我 们 的 族 中 的 对 象 被 怎样 表述 是 清楚 的 。 一 个 例外 涉及 到 “P” 中 的 一 般 天 维 
平面 *: 直到 有 关 Grassmann 流 形 的 那 节 , 我 们 至 少 正 式 上 一 一 没有 办 法 表述 射影 空间 
的 线性 子 空 间 。 挑 剔 的 读者 可 以 用 “了 中 点 的 一 般 (k 十 1) 元 组 的 线性 张 开 ” 来 代 符 。 

关于 解析 子 簇 , 有 关 基 本 的 结果 是 
命题 : V; 被 包含 在 不 等 于 V 的 M 的 解析 子 徐 中 。 
证 明 : 对 ps, 设 大 是 最 大 整数 , 使 得 在 p 的 邻 域 U 上 存在 有 个 全 纯 函 数 有 ,…, 雄一 一 它 
们 在 V 上 等 于 零 , 并 有 旦 使 得 .IY(f) 有 在 了 上 不 处 处 奇异 的 一 个 及 x 天 子 式 ; 我 们 可 以 
假设 在 V 上 |(8f/0zj)icijzp| 关 0。 设 UV CU 是 |(9fi/6zj)izijzs| = 0 的 轨迹 是 
及 = 二 … = 不 = 0 的 轨迹 。 那 么 ，V' = VNU 是 UV 的 复 子 流 形 , 并 且 对 任意 在 了 上 等 于 
零 的 全 纯 函数 f, 在 V' 上 的 微分 qf = 0, 即 ，f 在 V' 上 是 常数 。 因 此 , 对 p 附近 的 ge€V， 
V =V' 是 g 的 邻 域 中 的 子 流 形 , 并 且 所 以 Vs C (|(0fi/0%;)icij<x| = 0)。 证 上 毕 

实际 的 情况 是 ，V, 是 M 的 解析 子 簇 一 一 如 果 我 们 小 心地 选择 V 的 局 域 定义 函数 
及 ,… ,到 Vs; 将 是 .4( 了 ) 的 kxk 子 式 的 行列 式 的 公共 零点 轨迹 。 但 是 为 此 , 我 们 只 需要 知 
道 解析 子 秘 的 奇异 轨迹 相当 小 , 所 以 我 们 不 再 证 明 更 强 的 断言 。 

这 里 我 们 再 表述 解析 簇 的 有 关 结 
命题 : 解析 入 了 是 不 可 约 的 当 且 仅 当 V* 是 连通 的 。 

证 明 : 在 一 方面 是 显然 的 : 如 果 V = ViUW 满足 Vi, V2 生 V 是 解析 簇 , 那么 (Vi V2) CTV， 
因此 V* 是 非 连 通 的 。 

反 过 来 一 般 难 以 证 明 ; 因为 我 们 只 对 解析 超 曲 面 利 用 它 , 所 以 我 们 将 在 这 种 情况 下 证 
明 它 。 假 设 V* 是 不 连通 的 , 并 且 设 {Vi} 表示 V”* 的 连通 分 量 ; 我 们 希望 证 明 ，V; 是 解析 
徐 。 设 pe Vi 是 任意 点 ，f 是 p 附近 的 定义 函数 , 并 且 > = (2 ,2 加) 是 p 周 围 的 局 域 
坐标 ; 我 们 可 以 假设 f 是 有 ,中 次 数 为 的 Weierstrass 多 项 式 。 写 出 


0 
g=a:f+8. 5 0 天 0E On1; 
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那么 , 对 p 周围 的 圆 盘 A 和 C"- 中 的 圆梦 入 , 投影 映射 T: (2 24) 上 (221) 把 
ViN( 人 A 一 (g=0)) 表示 为 A' 一 (g=0) 的 覆盖 空间 。 设 fuov(2)} 表示 z= (2 21) E 
人 A' 一 (g= 二 0) 在 xz-1(z) 中 点 的 % 坐标 , 并 且 设 oil(z ,ok(2) 表示 wy 的 初等 对 称 函 数 。 
函数 o; 有 明确 的 定义 , 并 且 在 A' 一 (g = 0) 上 有 界 , 所 以 扩张 到 A’ 上; 函数 


所 (2) = 让 十 01(Z 十.… 十 ok(2) 


因此 在 2 的 邻 域 中 是 全 纯 的 , 并 且 正 好 在 V; 上 等 于 零 。 证 毕 
我 们 把 不 可 约 解析 艇 Y 的 维 数 取 作 复 流 形 V* 的 维 数 ; 我 们 称 一 个 一 般 解 析 簇 的 维 数 
为 , 如 果 它 的 所 有 不 可 约 分 量 的 维 数 为 K。 
注意 : 如 果 V C M 是 复 流 形 M 的 解析 子 复 , 那么 , 我 们 可 以 在 任意 点 p EV 定义 V 
的 切 锥 元 (V) C TY(M) 如 下 : 如 果 V = (上 = 0) 是 一 个 解析 超 曲面 , 并 且 用 中 心 在 p 处 的 
M 上 全 纯 坐 标 加,… ,zn 的 方式 , 我 们 写 出 


f (1 3 Zn) = fn(Z1, 7, Zn) + fmri(Z1, Zn) + 


满足 雄 (如 ,… ,zx) 是 2 中 次 数 为 天 的 齐 次 多 项 式 , 那么 处 V 的 切 锥 被 取 为 
T(M) = C{9/0%} 的 子 禾 , 由 下 式 定 义 : 


{ 王 s 训 :er 中 


那么 , 一 般 地 ，p eV 处 子 复 Y C MM 的 切 锥 取 作 p 处 对 M 中 包含 Y 的 所 有 局 域 解析 超 曲 
面 的 切 锥 的 相交 。 如 果 V 在 p 处 是 光滑 的 , 当然 这 就 是 p 处 V 的 切 空 间 。 

进一步 几何 化 , 切 锥 五 (V) C TI(M) 可 以 作为 对 所 有 弧 Y: 人 一 VC M 的 p 处 切线 的 
并 集 而 得 到 。 

在 p 处 M 中 维 数 为 k 的 子 秘 V 的 多 重度 , 表示 为 multy(V), 在 p 周围 M 上 的 小 坐标 
多 圆 盘 中 , 它 被 取 作 了 到 一 般 维 多 圆 盘 上 投影 中 叶 的 数目 ; 注意 ,，p 是 V 的 光滑 点 当 且 
仅 当 multy(V) = 1。 一般 地 , 如 果 W C M 是 不 可 约 子 簇 , 那么 我 们 定义 沿 着 WW 的 V 的 多 
重度 multw(V) 直接 为 在 W 的 一 般 点 处 V 的 多 重度 。 


De Rham 和 Dolbeault 上 同调 
设 M 是 可 微 流 形 。 设 4A?(MM, 民 ) 表示 M 上 次 微分 形式 的 空间 ，2?(MM, 民 ) 表示 p 次 
闭 形式 的 子 空间 。 因 为 用 = 0, 所 以 d(A771(M, 民 )) C 2?(M, 民 ); 闭 形 式 模 恰当 形式 的 商 群 


2Z?(M,R) 
~ dA?r-1(M,R) 


Hor(M, R) 


称 为 M 的 de Rham 上 同调 群 。 
用 同样 的 方法 , 我 们 可 以 设 A?(M) 和 2?(M) 分 别 表示 M 上 复 值 p 形式 和 复 值 pz 闭 形 
式 的 空间 , 并 且 设 


Zr(M) 


Hbr(M) 二 dAr-1(M) 
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是 相应 的 商 ; 显然， 


Hba(M)= Hba(M,R)®C. 
现在 , 设 M 是 复 流 形 。 由 线性 代数 , 在 每 点 z € M 的 M 的 余 切 空间 的 分 解 


人 


给 出 分 解 
NTEA(M) = BD (PIM) ® MT M)). 
p+qg=n 
相应 地 , 我 们 可 以 写 出 
4"(M)= BD AM), 
了 十 9 王爷 


其 中 ， 
429(0M1) = {9 € A"(M) :vp(z) EAITY(OM)Q@AITY(OAM) ,对 所 有 > E M}。 
形式 "9(M) 称 为 (p,q) 型 的 。 同 样 , 我 们 用 zw 表示 投影 映射 


A'(M) 一 4ea(M)， 


使 得 对 p € A*(M)， 


p= >， A PD op; 
我 们 通常 把 rojo 写作 eg)。 
如 果 p e AP4(M), 那么 , 对 每 个 ze M, 有 


dp(z) € (NT™(M)® NT (M)) A TEM), 


即 ， 
dyp E 42119(M) @@ A (M), 
我 们 通过 
9=Toosthod，D=Torhgood 

来 定义 算 子 

6:AM(M) 一 4290) 

0:Am(M) — A?rt™(M) 
因此 , 我 们 有 
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用 局 域 坐 标 z = ( 纪 ,…… ,zm) 的 方式 , 形式 pe A”(M) 是 (p,9) 型 的 , 如 果 我 们 可 以 写 


p(z) = > PIJdzI MN dz7, 
#1I=p 
# J=g 


其 中 , 对 每 个 多 重 指标 了 = {6,… ,ip}， 


dzr = dzis N***AN\ dz%i,o 


那么 算 子 9 和 0 由 下 式 给 出 ; 


O 
Op(z) = SD BE P72)da N\ dzr A dz], 
.027 


了 TI 


0 
Op(z) = > Bd A dz1 MN dz]°o 

特别 是 , 我 们 称 一 个 (g,0) 型 形式 p 是 全 纯 的 , 如 果 gp = 0; 显然 , 当 且 仅 当 er(z) 全 纯 

且 
2(z) = 》， pr(z)d27 
#1I=g 

时 如 此 。 

注意 , 因为 在 全 纯 映 射 下 分 解 及 ,= TY @ TY 保持 不 变 , 所 以 就 是 分 解 A* = @A?4。 
对 复 流 形 的 全 纯 映 射 f :M 一 N， 


了 放生 二 
并 且 
9000 二 fo0 在 42"4(CV) 上 。 


设 25%(M) 表示 (p,q) 型 6 闭 形式 空间 。 因 为 /02.02; = 2/02;0z, 所 以 ,在 A?%(M) 
下 


922 = 0， 


并 且 我 们 得 到 

5(4?9(M)) © 2 (M); 
因此 , 我 们 把 Dolbeault 上 同调 群 定义 为 
Zea(M) 


pg _ 
一 < 一 O 


9 7 BAeiM)) 
# 别 注意 , 如 果 :MM 一 N 是 复 流 形 的 全 纯 映射 , 那么 /诱导 一 个 映射 


f°: HE(N) —» HeA(M). 
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通常 的 Poincaré 引 理 一 一 了" 上 的 每 个 闭 形式 是 恰当 的 一 一 保证 了 de Rham 群 在 局 
域 上 平庸 。 类 似 地 , 关于 Dolbeault 群 的 一 个 基本 结果 是 


90-Poincaré 引 理 : 对 C" 中 的 多 圆柱 人 = 人 (7), 有 


Ha (A) = 0, gq 之 1。 


证 明 : 首先 注意 , 如 果 
po— > PIJ * dzr NN dz 


#1I=p 
# J=g 


是 9 闭 形式 , 那么 , 形式 
PI 二 >， 2ry dzj € 402(A) 


#J=g 
也 是 闭 的 , 并 且 如 果 
PI 一 Ony, 


那么 ， 
p=+0 (Sun) ; 
因此 , 只 需 证 明 群 43*( 人 A) 等 于 零 。 
我 们 首先 证 明 , 如 果 w 是 人 =A(r) 上 的 6 闭 (0,g) 形式 , 那么 , 对 s <7, 我 们 可 以 找 
到 ww€ 409-1(A(s)), 在 AA(s) 中 满足 Ow = pp。 为 此 , 写 出 
% 二 Dprdzr; 


我 们 断言 , 如 果 p = 0 模 (d 甩 ,…,d 纹 ) 一 一 即 , 如 果 对 了 {1,…,k}, pr 三 0 一 一 那么 , 我 
们 可 以 找到 7 e A%71(A(s)) 使 得 


pw 一 On 三 0 模 (da,… ,dz 纹 _1); 
这 显然 是 充分 的 。 所 以 假设 p= 三 0 模 (dH,…,d 弘 ) 并 且 设 


21 一 >》， pr7 .057 人， 


IT:kEeT 


Pp2 二 3 PI * dz1) 


I:kgI 


使 得 p = pl1Ad 殉 十 pa 满足 ps 三 0 模 (d 强 ,…,d 纹 -1)。 如 果 1 > k，Owps 不 包含 因子 
dz 八 da 这 项 ; 因为 Ow 一 Op1 + Owp2 一 0, 因此 ， 对 1/ > kk 和 kel 的 了 得 到 


0 
-一 or =0。 
5 
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现在 , 设 
7 二 >, NIdZ1_{k}, 
I:kel 


其 中 ， 
1 dwx A dwr 


nr(z) = 2rvV-i ,/ a PI(Z1) WE, Zn) Wh — Zh 9 
第 4(5) 页 的 命题 , 我 们 得 到 


全 


Em i 


并 且 对 1 > 大 有 
0 TT 一 | ti Da 1， ;Wk, ;Ln Wh — Zh 


二 0。 
因此 , 正如 我 们 希望 的 那样 , 在 A(s) 中 有 
Dy On 三 0 模 (d 甩 ， en ,dzk_1)o 


为 了 证 明 整 个 9-Poincaré 引 理 , 设 {7;} 是 趋 于 7 的 单调 升序 列 。 由 第 一 步 , 我 们 可 以 
找到 如 E 409-1(A) 使 得 在 Altr) 中 Ow = yp 一 一 取 满 足 0w ==p 的 如 € A%71(A(rp41))， 
Px 是 在 A(ri) 中 三 1 的 脉冲 函数 ,在 A(rpj1) 上 有 紧 致 文集 , 并 且 设 网 = p 已 问题 是 
证 明 : 我 们 可 以 选择 {yw} 使 得 它们 在 紧 致 几何 上 适当 地 收敛 。 我 们 使 用 gq 上 的 归纳 法 。 
假设 我 们 有 如 上 的 ww。 在 A(rs4i) 中 取 a es A%71( 人 入 ), 满足 6a = o; 那么 ， 


O(w 一 Q) = 二 0 在 Ar 中 ， 
并 且 , 如 果 g > 2, 那么 由 归纳 假设 , 我 们 可 以 找到 6 e 4%4-?(A), 满足 
OB 一 WE = 在 A(r_1) 中 。 


设 


Weri = a+ 00; 
那么 , 在 A(rpri) 中 Or1 = Oa = Gen 并 且 


Wi 二 Wp 在 A(rk_1) 中 。 


因此 , 用 这 种 方法 选 定 的 序列 {wx} 在 紧 致 文集 上 一 致 收敛 。 

仍然 考虑 gq = 1 的 情况 。 再 次 , 假定 办 E CY”(A), 在 A(7k) 中 满足 Ow = p，a € 
C%( 人 A) 在 人 rir) 中 满足 ga = yp; 那么 ,Ww 一 a 是 人 (ri) 中 的 全 纯 函 数 , 并 且 因此 在 C” 
中 的 原点 有 种 级 数 展 开 。 截 断 整 个 级 数 就 得 到 一 个 多 项 式 6, 满足 


1 
sup (Wh 一 和 ) 一 |< 元， 


A(rkp-1) 
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并 且 议 
Wrt1 = Qa+o。 
那么 , 在 Alre 中 Oy = 0a = pp， Wrti 一 在 A(re) 中 是 全 纯 的 , 并 且 
1 
a [wiri — Vel < Bk’ 
所 以 v= lmwi 存在 有 Ov = wp。 证 毕 


注意 , 证 明 对 7 = oo 成立。 
我 们 把 它 留 下 来 给 读者 作为 练习 来 证 明 , 用 圆 环 的 类 似 讨论 和 Laurent 展开 ， 


DA A 
其 中 A* 是 穿孔 圆 盘 A 一 {0}。 


复 流 形 上 的 运算 


设 M 是 维 数 为 n 的 复 流 形 。 对 每 个 ze M，M 上 的 厄 米 度量 由 > 处 全 纯 切 空间 上 的 


正定 龙 米内 积 给 


人 


/ 
之 


它 对 z 是 光滑 的 一 一 即 , 使 得 对 M 上 的 局 域 坐标 z, 函数 


0 9 
hij(z) = (区 站 
4 JJ L 


是 Cee 的 。 用 基 {fdz; @ dz} 的 方式 把 


(Tz(M)® TM)) = TZ(M)® TM) 
写作 ( ， );; 那么 , 厄 米 度量 由 下 式 给 出 : 


ds? = 》 jij(z)dzi ® dzj. 


区 
厄 米 度量 的 余 标 架 是 (1, 0) 型 形式 (yp1,… ,wn) 的 nn 元 组 , 使 得 


ds? = >_ pi ® Pi 


即 , 使 得 , 通过 由 TI(M) 上 ( ， ); 在 TY 上 诱导 的 内 积 的 方式 ，(wp1(2),… ,pn(2)) 是 TY 
的 正 交 基 。 从 这 个 叙述 , 显然 , 余 标 架 总 在 局 域 上 存在 : 我 们 可 以 通过 把 Gram-Schmidt 过 


程 应 用 到 每 个 z 处 72 的 基 (dz1,…, dzn) 来 构造 出 来 。 


复 流 形 上 的 厄 米 内 积 的 实 部 和 虚 部 分 别 给 出 其 下 矢量 空间 上 的 普通 内 积 和 交错 二 次 形 


式 。 因 为 我 们 有 一 个 自然 的 民 线 性 同 构 


TRz(M) — Ts(M), 
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我 们 得 到 , 对 M 上 的 厄 米 度量 ds2， 


Reds2 : Tks(M) ® Trs(M) — R 


是 M 上 的 Riemanm 度量 , 称 为 厄 米 度量 的 诱导 Riemann 度量 。 当 我 们 谈论 有 厄 米 度量 的 
复 流 形 上 的 距离 , 面积 或 体积 时 , 我 们 总 是 指 诱导 Riemann 度量 。 
我 们 还 得 到 , 因为 二 次 形式 


Imds2 : Tay(M) ® Tky(M) 一 下 


是 交错 的 , 所 以 它 表示 阶 次 为 2 的 实 微分 形式 ; w = 一 mds? 称 为 度量 的 伴随 (1, 1) 形式 。 
显然 , 如 果 (wp1,…, pn) 是 ds? 的 余 标 架 , 我 们 得 到 


Pi— Qi 十 V 一 1 
其 中 ， Qi 和 Bi 是 实 微分 形式 ; 那么 ， 


(》`(a+V=-109))@(》 (as — V18;)) 
本 2_(% 8 + Bi® hb) t+ V1 (om® Bit hi®o). 


ds? 


2 


诱导 度量 由 下 式 给 出 : 


Reds” = >》 (as ® Qi + Pi ® bi), 
并 且 度 量 的 伴随 (1,1) 上 由 下 式 给 出 : 


w 一 三 二 
2 
二 O_o 和 pb: 
局 vA 


从 最 后 的 表达 式 得 到 , 度量 ds? = 并 pi 8 Bi 可 以 直接 从 它 的 伴随 (1,1) 形式 w = 
3V 二 TI 并 ww 人 i 重新 得 到 。 的 确 ，M 上 (1,1) 型 的 任意 实 微分 形式 w 在 每 个 切 空间 
TUM) 上 给 出 一 个 厄 米 形式 吾 ( ， )。 形 式 厅 将 是 正定 的 即将 在 M 上 诱导 一 个 万 
米 度量 一 一 当 且 仅 当 对 每 个 z e M 和 全 纯 切 空间 ve TI(M), 有 


V—1:(w(z),vAD) > 0。 


这 样 的 微分 形式 w 称 为 正定 (1,1) 形式 ; 用 M 上 局 域 全 纯 坐 标 z = (z1,… ,zn) 的 方式 , 形 
式 w 是 正定 的 , 如 果 


VvV—1l 
w(z) 一 Dp > hij(2)d%i 和 人 d2;, 
,J 


对 每 个 > 满足 五 (>) = (hij(z)) 是 正定 厄 米 矩阵 。 
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如 果 S C M 是 复 子 流 形 , 那么 , 对 > € 5, 我们 有 自然 包含 映射 
到 网 二 及 区 0 


因此 ，M 上 的 厄 米 度量 通过 限制 在 3 上 诱导 同样 的 度量 。 更 一 般 地 , 如 果 f:N 一 MM 是 
任意 全 纯 映射 , 使 得 对 z € N， 


是 单 射 , 那么 M 上 的 度量 通过 设 
O 0 0 O 
(Gr 人 
诱导 了 NN 上 的 度量 。 
注意 , 在 这 种 情况 下 , 对 小 的 UC N, 我 们 总 可 以 找到 f(UV) Cc M 上 的 余 标 架 
(Pb pm 满足 pppn E Kerf* : TH,(M) 一 TY(N); 那么 产 py 产 和 对 和 


上 的 诱导 度量 在 UV 上 形成 一 个 余 标 架 。 因 此 ，N 上 伴随 (1,1) 形式 ww 由 下 式 给 


k 
wN 二 yg 
i=1 
SS _ 
= 上 ( 守 Pana) 
ET 过 
ss (an) 


一 f° wmMo 
即 ，N 上 诱导 度量 的 伴随 (1,1) 形式 是 M 上 度量 的 伴随 (1,1) 形式 的 拖 回 。 
例子 
1. 在 C* 上, 厄 米 度量 由 


ds 一》 dz ® da 
i=1 
给 出 , 称 为 欧 氏 或 标准 度量 ; 当然 , 诱导 Riemann 度量 是 C" = R” 上 的 度量 。 
2. 如 果 A C C" 是 一 个 完整 格子 , 那么 复 环 面 C"/A 上 的 度量 由 
ds? = 》_ dz ® da 
给 出 , 也 称 为 C"/A 上 的 欧 氏 度量 。 
3. 设 20,…,2n 是 C"t?Y 上 的 坐标 , 用 7:C"t 一 {0} 一 P" 表示 标准 投影 映射 。 设 
U C Pp" 是 开 集 , 并 有 旦 2Z :U 一 Ctl 一 {0} 是 U 的 提升 , 即 , 满足 roe2 = id 的 全 纯 映射 ; 考 
虑 微分 形式 
V 一 1 


= 二 一 90log| 2 
ws 一 -00logl2 
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如 果 2 UO" 一 {0} 十 另 一 个 提升 ; 嘟 全 


Z=f:2, 
其 中 了 是 非 零 全 纯 函 数 , 使 得 
Yo0log 2 和 ooo lzl tlogf + logf) 
二 Ww 十 (06logf — O01logf) 
= w。 


因此 ，w 不 依赖 于 提升 的 选择 ; 因为 提升 在 局 域 上 总 是 存在 的 , 所 以 w 是 本 上 整 
体 定义 的 微分 形式 。 显 然 ，w 是 (1,1) 型 的 。 为 了 得 到 w 是 正定 的 , 首先 注意 到 西 群 
U(n 十 1) 可 迁 地 作用 在 P* 上 并 且 保 持 w 不 变 , 使 得 如 果 w 在 一 个 点 是 正定 的 , 那么 它 处 
处 正定 。 现 在 , 设 {wi; = 2i/2o} 是 Pr* 上 开 集 Uo(Zo 夭 0) 上 的 坐标 , 并 且 利 用 Z 上 的 提升 
Z = (1, ww1,… ,Wwn); 我 们 得 到 
w 一 Yo6log(! + D wn) 
_ | 》 widw: 
27 1 + > it 
yn 区 dwi Ndw;: (> Wiadwi) A(> widw:) 


二 于 | i 
因此 , w 定义 了 有 上 的 度量 , 称 为 Rubini-Study 度量 。 


Wirtinger 定理 . 现在 , 厄 米 度量 的 实 部 和 虚 部 的 相互 关系 给 出 了 Wirtinger 定理 , 它 表述 了 
Riemann 几何 和 厄 米 微分 几何 之 间 的 另 一 个 基本 差别 。 设 M 是 复 流 形 ，zz = (2 … zn) 
是 M 上 的 局 域 坐标 , 并 是， 


ds 一》 _ pp 
是 M 上 的 厄 米 度量 , 有 伴随 (1,1) 形式 w。 写 出 wm = Qi 十 V 一 1Bi; 那么 ,MM 的 伴随 Riemann 
度量 是 
Re(ds’) = > Qi ® Qi + Pi ® bi, 
2 


并 且 伴 随 于 Re(ds?) 的 体积 元 由 下 式 给 出 : 


au =AQNAGA. NAan A Pno 


为 一 方面 , 我 们 有 


w= >》_ aiA Bi, 
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使 得 第 ”次 外 积 


wo = aiANA ANAan AD 
一 nl. dn。 


现在 , 设 5 C M 是 维 数 为 a 的 复 流 形 。 就 象 我 们 已 经 看 到 的 , 在 S 上 由 ds? 诱导 的 度 
量 的 伴随 (1,1) 形式 就 是 wls, 把 上 述 结果 应 用 到 5S 上 的 诱导 度量 , 我 们 得 到 ， 
Wirtinger 定理 : 


1 
vol(S) = ih 
复 流 形 M 的 复 子 流 形 5 的 体积 可 以 表示 为 M 上 整体 定义 微分 形式 在 5 上 的 积分 , 这 
个 事实 与 实情 形 下 很 不 一 样 。 例 如 , 对 R? 一 条 C™ 弧 ， 


tm (z(t), y(t)) 


弧 的 长 度 元 由 
(z(t)? + y(t)) 2at 

给 出 , 一 般 地 , 它 不 能 拖 回 到 RR? 中 的 任意 微分 形式 。 

结束 本 节 前 , 我 们 谈论 复 流 形 M 的 解析 子 徐 上 的 积分 。 为 此 , 在 可 能 奇异 的 子 徐 了 上 
我 们 把 M 上 微分 形式 op 的 积分 定义 为 在 V 的 光滑 轨迹 V* 上 o 的 积分 。 第 一 个 要 证 明 的 
结果 是 : 
命题 : 在 有 界 区 间 中 ，VY* 是 有 限 体 积 的 。 
证 明 : 因为 问题 是 局 域 的 , 体积 随 度量 的 变 大 而 增 大 , 所 以 只 需 对 VC C" 的 欧 氏 度量 证 明 
即 可 。 假 设 V 的 维 数 为 k, 并 且 选 择 C" 上 的 坐标 使 得 , 在 0 的 邻 域 中 , V 仪 与 每 个 (mn 一) 
维 平面 (z1 = zo 二 … 二 ,二 0) 相交 于 离散 点 。 伴 随 于 C* 上 欧 氏 度量 的 (1,1) 形式 为 


WwW 一 At 号 
且 因 此 对 c = (VET/2)( 一 T)Kk-D/2 .1 


心 一 c， 六 QzrAdzr。 
#1I=k 
只 需 证 明 , 对 了 = {1,…,})， 
-| dzr Adz < co， 
V*NA 


其 中 ，A 是 原点 周围 的 小 多 圆 盘 。 但 是 投影 映射 


T :Vo Ct 


;21 (2 
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把 V* 表示 为 A' = (A) 的 d 叶 分 支 覆 盖 , 因此 ， 
-| dada < de dzr N\ dzr < 00。 
V*NA / 


证 
y) 


| 长 


还 要 注意 , 与 Ce 情形 不 同 , 光滑 函数 零点 轨迹 的 流 形 上 点 的 集合 一 一 比如 ，f( 
(e-y “一 1)sin(1/y) 一 一 不 需要 是 有 限 面积 的 。 
作为 证 明 的 推论 , 我 们 得 到 , 对 UU 紧 致 的 任意 UC M 和 we A*(U0), 有 


1 OD < co。 
V*NU 


一 个 显然 但 基本 的 观察 是 , 如 果 V* 的 维 数 为 k, 那么 , 对 p 或 g > k，A?%(V*) = 0; 
此 , 对 任意 形式 w， 
ole 
V V 
我 们 现在 证 明 


解析 簇 的 Stokes 定理 : 设 M 是 复 流 形 ,，V C M 是 维 数 为 上 的 解析 子 徐 , 并 且 是 次 数 为 
2k 一 1 次 微分 形式 , 在 M 上 有 紧 致 支 集 , 那么 ， 


/we 一 0。 
V 
证 明 : 问题 是 局 域 的 , 即 , 只 需 证 明 , 对 每 个 PE V, 存在 p 的 一 个 邻 域 , 使 得 对 任意 
为 在 国有 有 
fee=0. 
V 
对 每 个 pe VV, 我 们 可 以 找到 一 个 坐标 系 z = (zi1,…,z) 和 p 周围 的 一 个 多 圆柱 入 , 使 得 投 


影 映射 z: (2) 一 (二 2) 把 立 mA 表 示 为 A' = 7( 人 A) 的 分 支 覆 盖 , 在 解析 超 曲 
面 AC A' 上 分 支 化 。 设 有 是 入 中 万 的 = 邻 域 , 并 且 


Vi=(VNA)- 7 (TT)。 


对 wp € A2*1(A), 


dp = lm | aw 
V E 一 0 Ve 


= lim Pp 
E 一 0 OV 


= lim po 
< 0 J oar-1(T.) 


因此 , 为 了 证 明 结 果 , 我 们 必须 直接 证 明 , 当 s 一 0 时 ，67r 下 (于 ) 的 体积 一 0。 但 是 ， 
or-!( 亿 ) 是 907T: 的 有 限 履 盖 ; 所 以 我 们 只 需 证 明 , 当 s 一 0 时 , vol(67) 一 0。 为 此 , 设 六 
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是 DD 的 奇异 轨迹 ，Ds 为 Di 的 奇异 轨迹 , 等 等 ; 设 T 是 和 A 一 Di 中 DY= Di; 一 Din 的 
邻 域 。 那 么 ，D? 是 实 维 数 < 2 的 子 流 形 , 在 A - Di 中 有 有 限 的 体积 , 所 以 当 < 一 0 时 ， 
9Ti 的 体积 趋 于 0。 但 是 ，97 C U(972), 且 因 此 当 = 一 0 时, vol(97T.) 一 0。 证 毕 

这 个 结果 必然 需要 一 个 事实 : 复 解 析 子 簇 的 奇异 性 只 出 现在 实 余 维 数 为 2 中 。 它 保 
证 了 , 解析 艇 上 的 积分 与 子 流 形 上 的 积分 是 一 样 的 ; 可 能 更 重要 的 是 , 它 使 我 们 可 以 证 
明 ( 第 54(61) 页 ): 紧 致 复 流 形 的 解析 子 艇 在 五 ,(M, 展 ) 中 总 定义 一 个 同调 类 。 

最 后 , 我 们 可 以 表述 
真 映 射 定理 : 如 果 M, N 是 复 流 形 ，f : M 一 N 是 一 个 全 纯 映 射 , 并 且 VC M 是 一 个 解析 
徐 , 使 得 fly 是 真 的 , 那么 ，f(V) 是 NN 的 解析 子 往 。 

证 明 在 第 三 章 第 二 节 给 出 。 


3. 层 与 上 同调 


起 源 : Mittag-Le 弓 er 问题 


设 9 是 Riemann 曲面 , 不 一 定 紧 致 , p 是 5 的 一 个 点 , 以 p 为 中 心 有 局 域 坐标 z。p 处 
的 主 部 是 Laurent 级 数 的 极点 部 分 D7?_1arxz“。 如 果 0O, 是 p 点 周围 全 纯 函 数 的 局 域 环 ， 
Ms 是 p 周 围 亚 纯 函数 的 域 , 那么 , 主 部 就 是 商 群 AM/ CD 的 元 素 。Mittag-Leffer 问 ,在 S 上 
给 定 一 个 离散 点 集 {p,}, 并 且 对 每 个 nr 在 p 处 给 定 一 个 主 部 , 那么 , 是 否 存 在 9 上 的 一 个 
亚 纯 函数 f, 在 {pn} 外 全 纯 , 而 在 zw 处 的 主 部 是 给 定 的 主 部 ? 这 个 问题 显然 在 局 域 上 是 平 
庸 的 , 所 以 问题 是 从 局 域 到 整体 上 的 过 渡 。 这 里 有 两 种 方法 一 一 它们 都 得 到 上 同调 理论 。 


Cech: 用 开 集 取 5 的 一 个 覆盖 Z = {U6}, 使 得 每 个 UV 至 多 包含 一 个 点 pw, 并 且 设 fo 是 
Us。 上 的 亚 纯 函数 , 并 且 是 Vs。 上 问题 的 解 。 设 


fous = fo — fo EO(UsN Ug). 


在 Us 阁 UsnU 中, 我 们 得 到 
太 Lo 十 fey fya 一 0。 
问题 的 整体 解 等 价 于 找到 {gu e OC(U6)}, 使 得 


fa8 = 98 — ga 在 Un Us 中 : 
给 定 这 样 的 gs, = fo 十 ga 就 是 满足 条 件 的 整体 定义 的 函数 , 反之 亦 然 。 在 Cech 理论 中 ， 
{{fas} : faB I fe fya 一 0} 过 2(D 0) 


{{fas}: 108 = 0096 某 到 (由 二 4C (U0), 
并 且 第 一 Cech 上 同调 群 


2'(U, 0) 


和 Bi(U,O) 
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一 般 是 解决 问题 的 障碍 。 


Dolbeault: 像 以 前 一 样 , 取 大 为 U6 的 局 域 解 , 设 pa 是 脉冲 函数 , 在 pn s ra 的 邻 域 中 等 于 
1, 并 且 有 包含 在 U。 中 的 支 集 。 那 么 ， 


p= >， O(pafs) 


是 S 上 的 9 闭 C% (0,1) 形式 (在 p 的 邻 域 中 op 三 0。 如果 对 me C™%(5), p = Om, 那么 ， 
函数 
f= > 一 


满足 问题 的 条 件 ; 因此 , 解决 问题 的 障碍 是 在 83 (5)。 


层 

给 定 一 个 拓扑 空间 X，X 上 的 层 多 是 伴随 于 每 个 开 集 UV CX 的 群 多 (U0), 称 为 U 上 
多 的 截面 , 且 对 每 对 开 集 UCV, 映射 ryv :多 (V) 一 多 (0) 称 为 限制 映射 , 它 满足 

1. 对 任意 开 集 三 元 组 UCV CcW,， 


TWU = TVU TWVo 


利用 这 个 关系 ， 我 们 可 以 无 损 地 把 rvv(o) 写作 Clr。 
2. 对 任意 开 集 对 U,V C M 和 截面 ce 多 (U), 7 € 多 (V) 使 得 


olvnv = TIvnv, 


则 存在 截面 pe 多 (U UV), 满足 


plr=c，plr=7T。 


3. 如 果 oe 罗 (UV 和 


olr=calvr=0， 
那么 , o = 0。 


符号 约定 : 下 面 是 我 们 经 常 要 遇 到 的 层 。 在 每 个 情况 下 , 限制 映射 都 是 前 面 的 那个 , 并 
且 , 除非 其 它 声 明 , 群 是 可 加 的 。 

1. 在 任意 C™ 流 形 M 上 , 我 们 定义 层 C%, C0C”*, op， YY DZ Q, 了， C 如 下 : 

Ce( 丰 = UU 上 CY 函数 ， 

C*(U) = UV 上 非 零 Cee 隐 数 的 乘法 群 

cz2(U) = U 上 CO™ p 形式 ， 

2?(U) = U 上 Ce p 闭 形式 ， 

Z(U), QI(D), R(V), C(V) = UV 上 局 域 常 数 的 Z-, Q-, R- 或 C- 值 函 数 。 
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2. 如 果 M 是 复 流 形 ，U C M 是 M 的 解析 子 复 , 瓦 一 M 是 全 纯 失 量 从 (定义 见 下 面 )， 
我 们 定义 层 6, 6O*, QP,， 2f?4，294， 9，O( 电 ), 和 of?4( 忆 ) 如 下 : 

O(U) = UV 上 全 纯 函数 ， 

CO*(U) = U 上 非 零 全 纯 函 数 的 乘法 群 

Q?(U) = UVU 上 全 纯 p 形式 ， 

P94(U) 二 UV 上 0C™” 的 (p,q) 型 形式 ， 

(U0)==.:U 上 6 闭 的 CY 的 (7 权 型 形式 ， 

IV(U) = 在 VNU 上 等 于 零 的 UV 上 的 全 纯 函 数 ， 

CO(B)(U) = UVU 上 万 的 全 纯 截 面 ， 

?49( 忆 ) 二 UU 上 C% 马 值 (p,q) 形式 。 

3. 如 果 M 还 是 复 流 形 , 在 开 集 UC M 的 亚 纯 函数 『 在 局 域 上 作为 两 个 全 纯 函 数 的 商 
给 出 一 一 即 , 对 某 些 U 的 覆盖 {U0;}，flu, = 9;/hs, 其 中 ，g;, hi 在 CO(U,) 中 是 互 质 的 , 并 且 
在 CO(UiNnU;) 中 有 gihj = 9 应 。 这 个 定义 暗中 利用 了 第 9(10) 页 的 命题 。 严 格 讲 , 即使 我 们 
把 oo 看 成 一 个 值 , 亚 纯 函数 f 也 不 是 一 个 函数 : 在 g; = hi = 0 的 点 它 没有 定义 。M 上 的 
亚 纯 函数 层 表示 为 NW; 不 恒 等 于 零 的 亚 纯 函数 的 乘法 层 表示 为 NM*。 

M 上 层 的 映射 多 9 由 同 态 集 合 {fav : 多 (D) 一 9(0V)}vewm 给 出 , 使 得 对 UC 
VC M，ar 和 ar 与 限制 映射 可 交换 。 映 射 a : 多 一 9 的 核 就 是 层 Ker(a), 它 出 
Ker(a)(U) = Ker(av : 罗 (D) 一 乡 (D)) 给 出 ; 容易 验证 , 这 种 定义 实际 上 的 确定 义 了 一 个 
层 。 a 的 余 核 不 好 定义 : 如 果 我 们 设 Coker(aJ(D) = 狼 (U)/av 多 (U), 那么 ，Coker 不 满足 
第 31(35) 页 的 定义 。[ 此 方面 的 基本 的 例子 是 在 C - {0} 上 的 层 映 射 


exp : C 一 和 


它 把 fe CT) 变 成 ezrvy-U e CO*(U)。 在 exp 下 , 截面 ze CO*(C 一 {0})) 不 在 6(C 一 {0}) 
的 像 中 , 但 是 它 到 任意 可 缩 开 集 V CC 一 {0} 的 限制 是 6G(0) 中 的 像 。] 作为 替代 , 我 们 取 
U 上 余 核 层 Coker(a) 的 截面 由 忌 上 的 开 集 覆盖 {U6} 与 截面 cu e 狼 (U6) 一 起 给 出 , 使 得 
对 所 有 的 a 有 ， 


Oalvsnvs 一 aelrnus E QUanva(F (Ua MN Ua)); 
我 们 认为 这 两 个 集合 {(U6,o64)} 和 了 {(UV,o/)} 是 等 价 的 , 如 果 对 所 有 的 pe UV 和 UU,， Us 3 7， 
存在 V 与 peEVC(UVanU8), 使 得 ob]v 一 cglv s av(F(V))。 
我 们 称 一 个 层 映 射 序列 


O08E SF LG 0 


是 恰当 的 , 如 果 8 == Ker(8) 且 儿 = Coker(a); 在 这 种 情况 下 , 我 们 也 称 8 是 多 的 子 层 ， 多 
是 .多 对 多 的 商 层 , 写作 多 /8。 更 一 般 地 ,我们 称 一 个 序列 
Da: A 


是 恰当 的 , 如 果 aioan = 0 且 对 每 个 m， 


0 一 Ker(an) 一 .9 — Ker(an41) 一 0 
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是 恰当 的 。 注 意 , 由 我 们 的 Coker 的 定义 , 这 不 意味 着 对 所 有 U， 


O08V SY 0 


是 恰当 的 ; 它 却 意味 着 对 所 有 U, 这 个 序列 的 前 两 个 阶段 是 恰当 的 , 并 且 , 对 任意 截面 
o € (UV) 和 任意 点 p EU, 存在 U 中 点 的 邻 域 V, 使 得 olv 是 在 By 的 像 中 。 

注 记 : 如 果 M CN 是 一 个 子 空间 ， 多 是 M 上 的 层 , 那么 , 我 们 可 以 “用 零 扩 张 多 ?来 
得 到 N 上 的 层 多 , 设 


多 (D) = F(UNM) 
并 设 限 制 映 射 是 前 面 的 那个 。 因 此 , 我 们 可 以 把 多 看 作 M 或 W 上 的 层 。 


例子 
1. 在 任意 复 流 形 上 , 序列 


exp 


0 一 ZEPLr ,0 


是 恰当 的 , 其 中 i 明显 是 包含 映射 ，exp 是 指数 映射 exp(f) = ezrY- 坟 。 这 个 基本 序列 称 为 
指数 层 序 列 。 

2. 如 果 M 是 复 流 形 ，Y C MM 是 复 子 流 形 , 通过 用 零 扩 张 , 层 Ov 可 以 被 看 作 M 上 的 
层 。 那 么 , 序列 


是 恰当 的 , 其 中 i 是 包含 映射 和 7 是 限制 映射 。 
3. 由 通常 的 Poincaré 引 理 , 序列 


OE ee i te 


在 任意 实 流 形 上 是 恰当 的 。 
4. 由 9-Poincaré 引 理 , 序列 


下 


人 


在 任意 复 流 形 上 是 恰当 的 。 
5. 如 果 M 是 Riemann 流 形 , 我 们 设 92 是 通过 子 层 6 一 .MN 得 到 的 层 MN 的 商 层 ， 
那么 , 对 开 集 UC M， 


{pn} CU 离散 的 ， 
fn € Mn) Op 


nn ) 


FDU) = {pn fn)}: | 


即 , 给 定 VU 上 9 的 一 个 截面 与 确定 Z 的 Mittag-Lefer 问题 的 信息 是 一 样 的 。 


层 上 同调 
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设 多 是 M 上 的 层 , 并 且 忆 = {Ua} 是 局 域 有 限 开 履 盖 。 我 们 定义 


Cv) = 【8 


C?(U,F) = ]] FU nnNU,): 
a0#01 FF0p 


C?(U, 多 ) 的 元 素 a = {01 € 多 (NDi)}#rpti 称 为 多 的 p 上 链 。 我 们 由 公式 


p+1 


2 
j=0 


来 定义 上 边缘 算 子 
A DAS 
特别 是 , 如 果 o = {ov} e C?(U, 多 ), 那么 


(aojrry = 一 ar + ov; 
并 且 如 果 o = {ovv} E CI 多 ), 那么 (忽略 限制 ) 
(0)uvw = ovv 二 av 一 arw。 


如 果 jc = 0, 那么 p 一 上 链 o e Cz(D, 多) 称 为 上 闭 链 。 注 意 , 任何 上 闭 链 o 必须 满足 
反对 称 条 件 : 


Oio,ip 民 


如 果 对 某 些 re C?71(U, 多 ), 有 o = 67, 那么 , o 称 为 上 边缘 。 容 易 得 到 ，52 = 0 一 一 即 , 上 
边缘 是 上 闭 链 一 一 并 且 我 们 设 


一 050)…69 1igt1ig gt2 ip 所 


Z?(U,F)= Kerd CO?(U, ZF) 


和 
Z?(U, 多) 


PR 

现在 , 给 定 M 的 两 个 覆盖 忌 = {Us}aer 入 = {U8%}ser, 如 果 对 每 个 8 < 也 存在 
a E 了 使 得 V5 C Us, 那么 , 我 们 称 加 是 也 的 一 个 细 分 ; 写作 < UV。 如果 矿 < 忌 , 我 们 
可 以 选择 一 个 映射 p :了 一 了 使 得 对 所 有 6 有 U5 C Upg; 那么 , 我 们 有 映射 


H?(UV, 2) 


py: C?(U, 了 多) 5 C?(U', ZF), 
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它 由 下 式 给 出 : 


(pp0)B0B, = appo ppo|uaonnUen。 


显然 ,6e py = peo6, 并 且 因此 pi 诱导 出 一 个 同 态 


p:H?(U,F)— H?(V, ZF), 


它 不 依赖 于 y 的 选择 。( 读 者 可 能 希望 验证 , 伴随 于 两 个 包含 相关 wp 和 ww 的 链 映 射 ps 和 py 
是 链 同 伦 的 , 因此 在 上 同调 上 诱导 出 同样 的 映射 。) 我 们 把 M 上 多 的 第 p Cech 上 同调 群 
定义 为 当 辟 变 得 越 来 越 细 分 时 H?(U, 多 ) 的 方向 极限 : 


lim 


FPC 2)= Hr(U, F). 


因为 有 可 能 引起 混淆 , 我 们 用 矿 表 示 Cech 上 同调 群 。 显 然 , 对 任意 歼 盖 UU, 


HM,.F)= H"(U,.F)= F(M), 


注意 , 如 果 M CN 是 闭 子 空间 ， 多 是 M 上 的 任意 层 , 那么 , 用 零 把 多 扩张 到 NN 上 的 
层 , 我 们 得 到 


H*(M,.F) = H’*(N,.F). 
作为 方向 极限 的 玫 *( 多 ) 的 定义 在 实际 应 用 中 或 多 或 少 不 能 使 用 。 需 要 


H*(U, 2)= H’*(M,ZF) 


的 履 盖 上 5 的 一 个 简单 的 充分 条 件 , 它 由 下 面 来 证 明 : 
Leray 定理 : 如 果 在 
HU NN Ui,,F) = 0 9 > 0, 人 任意 i1:…iy, 


的 意义 上 履 盖 已 对 层 多 是 非 循 环 的 , 那么 ，H*(U, 多) 兰 HH*(M, 多)。 
我 们 将 对 要 用 到 的 那些 情形 来 证 明 Leray 定理 。 
层 上 同调 最 基本 的 性 质 是 : 给 定 M 上 的 一 个 层 序 列 


Us 着 
我 们 有 与 5 交换 的 映射 
C?(U, 8) > C?(U, F), Cr(U,F) OC?(U,Y), 
并 且 因 此 诱导 了 映射 


H?°(M,€) Hr(M,F), Hr(M,F) >» H'(M,Y), 
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我 们 接 下 来 定义 上 边缘 映射 六 : FFp(0M 9G) 一 H?11(M,@): 给 定 满足 sc = 0 的 ce 
C?(U, 涩 ), 我 们 总 可 以 过 渡 到 忌 的 细 分 乙 , 并 且 找 到 7 € C2?( 忆 ,多 ) 使 得 6(7) = po。 那 
么 ，B5r = 6B7 = 6po = 0, 因此 通过 过 渡 到 更 细 分 UV”, 我 们 可 以 找到 1 E C?T1(D,@) 
使 得 ap = 67; adn = ao = 027 = 0, 并且 因 为 a 是 单 射 , 这 意味 着 ou = 0。 因 此 ， 
AhEZGp+I( GE) 并 且 我 们 取 0*c = M € H?+11(M,@)。 


基本 结果 : 下 面 的 序列 是 确 恰当 的 : 
0 =» H°(M,6) — H°(M, 
=» HI(M,6) » Hi(M, 


多) 一 HM,Y) 
F)— Hi(M,YG) 一 …. 
— H?(M,6) — H?(M,F)— Hr(M,G) 一 …: 
对 实际 上 自然 出 现 的 大 多 数 恰当 序列 0 一 8 一 允 一 9 一 0 一 并 且 当 然 我 们 在 本 书 
中 将 讨论 所 有 的 层 一 一 的 确 存 在 任意 精细 和 覆盖 U, 使 得 对 每 个 空间 U = Van mn 区， 序 
列 


0— 8(U)— FV) YG(UV) 一 0 
是 恰当 的 。 因 此 , 我 们 可 以 找到 M 的 任意 精细 履 盖 局, 对 于 它 , 上 链 群 形成 一 个 恰当 序列 
0 一 CO?(U,@) 一 OC?(U,.F) 一 CO?(U,Y) 一 0。 
在 这 种 情形 下 , 我 们 的 基本 结果 容易 验证 : 例如 , 为 了 得 到 
H?(U, 8) 全 HI(U,Y) 二 H?+!(U, Y) 


是 恰当 的 , 设 o € C?(U,9) 在 H?+1(U,@) 中 满足 ic = 0 和 6*o = 0。 那 么 , 存在 7 6 
CP?(U, 多 ) 使 得 Br = o, 和 存在 jE€ CO?11(U, 多 ) 使 得 an = 67; 由 定义 , 在 H?11(U,@) 中 
人 二 6*0, 所 以 对 某 些 ve C?(U,@8) 有 1 = 6v。 那 么 , + 一 aQv 是 C?(U,. 多 ) 中 的 上 闭 链 , 满 
是 8(7 一 Qav) = B67 =0o, 表 明 o EF*(H?(U, 多 ))。 反 之 , 显然 8* =0。 剩 下 的 步骤 是 类 似 
的 和 简单 的 。 

伴随 于 层 序 列 


O00E SF LG 0 

的 恰当 上 同调 序列 最 普通 的 应 用 就 是 回答 这 样 的 问题 : 给 定 9 的 一 个 整体 截面 o, 什么 时 
修 o 是 多 整体 截面 在 6 下 的 像 ? 按照 恰当 上 同调 序列 , 答案 是 , 正好 是 当 在 Hi1(M,@) 中 
0*o 二 0 时 。 

例如 , 我 们 再 次 考虑 Riemann 曲面 M 上 的 恰当 序列 

O00O NM LDH 0. 

Mittag-Leffler 问题 的 信息 组 成 了 整体 截面 g € BB(M) = HN(M, 儿 ); 问题 是 , 对 某 些 
整体 亚 纯 函 数 f, 是 否 g = 8*f。 如 果 {fu} 是 问题 的 局 域 解 , 我 们 已 经 得 到 


(6*g)uv = fv—Jfu 
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且 9 = oj 当 且 仅 当 在 Hi(M,0) 中 6*g=0。 

严格 讲 , 我 们 将 遇 到 三 种 类 型 的 层 : 

1. 全 纯 层 一 一 诸如 C，. 甩 CBE) 和 0? 一 一 它 的 截面 在 局 域 上 由 全 纯 函 数 的 n 元 组 给 
出 。 对 我 们 而 言 , 它们 包含 大 部 分 信息 , 并 且 是 有 意义 的 主要 部 分 。 

2. Co 层 , 诸如 oy?4, 它 的 局 域 截面 可 以 表示 为 Ce 函数 的 nn 元 组 。 它 们 一 般 在 辅助 
情况 中 使 用 。 

3. 常数 层 , 诸如 Z, 民 , C。 就 象 我 们 将 看 到 的 , 它们 包含 其 下 流 形 的 拓扑 信息 。 

对 后 两 种 层 , 进行 两 个 考察 : 

1. 对 p > 0, 有 PP(M,ozrs) = 0。 
证 明 : 给 定 M 的 任意 局 域 有 限 玫 盖 U = {Ua}aez, 我 们 可 以 找到 从 属于 的 单位 分 解 , 即 ， 
AM 上 的 Ce 函数 pu 使 得 》 pu 三 1 和 文集 (pu) C Usa。 现在 , 给 定 o€ 2?(U, 5), 我 们 由 
设 


7ao…ap -1 一 > [06QB,ao ap -1 
bel 


来 定义 7 E C?-1T(U, os 其 中 , 截面 ppapao sa 用 零 扩 张 到 Van.… me。 来 验证 
6T = 二 0o。 在 p==1 时, 显然 : 


o= {ovuv E€E YL (UNV)); 
ouv+ovw 二 owv = 二 0 在 VUNVANW 中 。 
设 TU 二 jv pvouv; 那么 ， 
(ST7T)uv = -T+ 


二 一 》 pwomwr 上 > pwowv 
四 四 

pwouv 二 OUV。 

四 


一 般 地 , 允许 单位 分 解 的 层 [ 更 确切 地 说 , 对 任意 U = UD, 映射 m4 : 多 (Da) 一 了 (0) 
使 得 (mao) 被 包含 在 U6 中 , 并 有 日 对 oe 多 (U) 有 wma(olv,) ==o] 被 称 为 好 层 , 同样 的 讨论 
证 明 它 们 的 更 高 的 上 同调 群 等 于 零 。 

2. 对 于 拓扑 流 形 M 上 的 单纯 复 形 K, 有 


HF*(K,Z) 宕 FH’*(M,2), 


即 ，M 上 常数 层 的 Cech 上 同调 同 构 于 复 形 K 的 单纯 上 同调 。 为 此 , 对 及 中 的 每 个 顶点 
va 伴随 有 一 个 开 集 St(w。), 称 为 vs 的 星 形 , 它 是 开 中 顶点 为 vs 的 所 有 单纯 复 形 的 并 集 的 
内 部 。 忆 = {U6 = St(zo)} 是 M 的 开 覆 盖 。 Mm?_0St(vo) 是 非 空 和 连通 的 , 如 果 在 我 们 的 分 
解 中 vo… ,va 是 单纯 形 的 顶点 ; 否则 , 它 是 空 的 。 因 此 , 对 每 个 (ao … oy), 层 ZZ 的 p 上 
链 o 伴随 一 个 元 素 : 


一 个 bp 单纯 形 
Ooo.0, EZ(nSt(zvu)) = | 2 zu 张 开 一 个 p 单纯 形 ， 
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给 定 ve 0?(U,Z), 对 顶点 为 vw。… vo 的 单纯 形 A = (vos… vs), 通过 设 


0 人 (A) = aao an， 


我 们 得 到 单纯 p 上 链 o' 的 定义 。 


CO?(U,2) 一 CE， 
并 且 
go (ao aptl)) 


(60)", 


ah 0' 给 出 一 个 Abel 群 


同 构 


使 得 我 们 得 到 一 个 链 复 形 同 构 C*(U,Z) 一 C*(K, 2), 从 而 得 到 同 构 H*(U,2) -HH*(K, 2)。 


因为 我 们 可 以 把 复 形 天 再 细 分 使 得 M 的 覆盖 上 任意 细小 而 不 改变 瓦 *( 开 ,2), 最 后 我 们 得 


到 ， 


HF*(M,2Z) EH*(U,Z) FH’*(K, 2Z). 


De Rham 定理 

设 M 为 实 Ce 流 形 。 M 上 的 一 个 奇异 p 链 由 
人 此、 M 的 形式 上 的 线性 组 合 洒 a;f; 给 出 。 我 们 称 其 为 
M 上 人 的 邻 域 上 的 Cee 


M 的 标准 单纯 形 人 Cc 


映射 。 设 CF (1M 也) 表示 分 片 光滑 的 整数 p 链 空间 。 


R? 的 映射 
分 片 光滑 的 , 如果 映 射 扩张 到 
显然 ,分 片 光 


VE 


9 链 的 边缘 也 是 分 片 光滑 


bm 


Zp (M,Z) = Kerd: CP (M,Z)— 


Zr (M,Z) 


HP (M,Z) = Oo 
?0®) 7 BOM D 


EE 


万 (M,Z) SE H,( M,Z2); 


微分 拓扑 中 的 一 个 基本 结果 , 包含 映射 CP*(M,2Z) 一 C， 


ND 


的 , 所 有 CP (M, 纪 ) 形成 C, (M,Z) 的 子 复 形 , 我 们 可 以 设 


CV (M,Z) 


(AZ,Z) 诱导 出 同 构 


换 名 话说 ， 丽 (2 中 的 每 个 同调 类 可 以 用 分 片 光 滑 p 闭 链 来 表示 , 并 且 , 如 果 分 片 光 清 


| 


闭 链 在 通常 的 意义 上 同调 于 0, 那么 存在 分 片 光滑 (p 十 1) 链 7, 它 满足 or =o。 


现在 , 设 p e A?(M) 是 Ce? p 形式 ,并且 c = 》 ww 态 是 


(9,0) 


fe? 


>， Qi 人 fip。 


四 


分 片 光滑 p 链 ; 我 们 得 到 
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如 果 gp 是 闭 形式 , 那么 , 对 (p+DHT) 链 7 的 边缘 o, 由 Stokes 定理 得 到 ， 


f= fap=0 


使 得 po 定义 了 一 个 实 值 奇异 p 上 闭 链 。 再 次 由 Stokes 定理 , 对 闭 链 o 和 任意 7 € A?-1(MM)， 
我 们 得 到 
fo= f ota 


(AI 了)。 


Er 


因此 得 到 一 个 映射 


Hba(M) 一 Hs 


sing 
de Rham 定理 称 , 这 个 映射 实际 上 是 一 个 同 构 。 


De Rham 定理 的 原始 证 明 , 本 质 上 是 先 定义 相对 de Rham 群 , 再 证 明 所 得 到 的 同调 
理论 满足 Eilenberg 和 Steenrod 的 公理 。 这 里 我 们 将 给 出 简短 的 层 论 讨论 , 它 仅 仅 是 后 面 
Dolbeault 定理 的 翻版 一 一 而 不 是 那么 几何 上 的 。 

首先 , 因为 任意 微分 流 形 M 可 以 作为 单纯 复 形 天 的 内 在 拓扑 空间 而 实现 , 那么 , 我 们 
得 到 


N= 


Hi,e(M, R) EH’*(K,R) Se H(M, R). 
接着 , 由 通常 的 Poincaré 引 理 ，M 上 的 层 序列 


UE 


是 恰当 的 ; 换 名 话说 , 序列 


OBR A Yl 0 


0 2 he yh 本 
都 是 恰当 的 。 现 在 , 我 们 已 经 得 到 , 对 g > 0 和 任意 p， 
HI(M, 2?) = 0; 
伴随 于 上 述 短 恰当 层 序列 的 恰当 上 同调 序列 , 得 到 
H(M,R) i Hr? (M,Z!) 
H? *(M, 2°7) 


re 


| 


| 


H'(M, 多 2 一) 
HM, 2?) 
6H°(M, 2f?-1) 
Z?(M) 
dAr-1(M) 
至 Hpr(M) o° 
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注意 , de Rham 同 构 是 函 子 的 : 如 果 f : M 一 NN 是 C™” 流 形 的 微分 映射 ,wv 是 在 de 
Rham 映射 下 表示 [yp] € Hise(N, 民 ) 的 NN 上 的 闭 p 形 式 , 并 且 5 = jaifi 是 MM 上 分 片 光 
滑 p 闭 链 , 那么 ， 


CR Df fr 


(9, f40), 


即 ， 广 [oj = [f*y]。 
Dolbeault 定理 


在 本 节 开 头 , 我 们 看 到 , 解决 Riemann 球面 9 上 的 Mittag-Leffler 问题 的 障碍 可 以 取 在 
万 1(5, CD) 或 者 He (BY 中 。 实 际 上 , 它 表 示 了 下 列 定理 的 一 个 特殊 情形 : 
Dolbeault 定理 : 对 复 流 形 M, 有 


H(M, 902) SE HF" (M). 


证 明 : 由 0-Poincaré 引 理 , 对 所 有 的 pz 和 9, 序列 


0 一 0 一 wzp0o 2391 一 0 


0 一 297" — 有 2 2379 一 0 
是 恰当 的 。 因 为 对 ~ > 0 和 所 有 p,g 有 
H'(M Wr) 0, 
所 以 , 伴随 于 这 些 层 序列 的 长 恰当 上 同调 序列 给 出 
i 


es HT (M,28") 


| 


HY(M, Q?) 


~ Fi(M, 29")) 
H°(M, 7) 
OHM, po 

= He(M). 


证 毕 
作为 一 个 应 用 , 我 们 证 明 Leray 定理 的 一 个 特殊 情形 : 对 M 的 一 个 局 域 有 限 覆 六 
U = {Us} 对 结构 层 CO 它 是 非 循环 的 , 即 , 有 这 样 的 性 质 


Duan nyO)=0 对 p>0, 
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那么 , 我 们 得 到 
H*(U,0) SH’*(M, 0O). 


证 明 : 由 假设 , 我 们 得 到 


UD Un 


即 , 我 们 得 到 上 链 群 的 恰当 序列 


0 


通常 代数 上 的 原因 , 它 给 出 恰当 序列 


EE 


os (0 0 I (U9) 
一 H?+!(U, A 01) SE 


因为 


日 对 单位 分 解 的 讨论 , 对 p > 0 有 五 pP(C, sy0r) = 0, 所 以 我 们 得 到 ， 


HU,O) Ee 万 LI(D 地 9) 
厅 2(U, 35 ) 


| 


| 


0 
HU, 28) 
SHU, HD 
0， ~ 
= HM)S HA(M,O). 


证 毕 


同样 的 讨论 对 层 Q? 也 成 立 。 
计算 : 
1. 第 一 个 结果 是 , 如 果 M 是 n 维 复 流 形 , 那么 


HM,6) SH (ME0 对 3 


2. 由 6-Poincaré 引 理 得 到 


H'(C",0) =0 对 g > 0， 


并 且 更 一 般 地 得 到 
(CC x (C*)',06) =0 对 g > 0。 


还 有 , 因为 C" 是 可 收缩 的 , 所 以 我 们 得 到 ， 


Fe(C",Z) =0 对 g > 0， 
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现在 , 从 伴随 于 C" 上 指数 层 序列 的 长 恰当 上 同调 序列 , 得 到 
HC",06) 一 万 (CO 一 HC",Z) 
是 恰当 的 , 因此 
HC",0*) =0 对 g > 0。 

作为 直接 的 结果 , 我 们 有 Cowsin 问题 的 答案 : 

C" 中 的 任意 解析 超 曲面 是 一 个 整 函 数 的 零点 轨迹 。 
证 明 : 我 们 已 经 知道 , 在 C" 中 任意 点 2 的 邻 域 中 , 解析 超 曲面 7 CC" 可 以 由 全 纯 函 数 了 
的 零点 轨迹 给 出 , 并 且 如 果 我 们 把 f 选择 为 不 被 6, 中 任意 非 单 位 元 的 平方 整除 , 那么 , 除 
了 一 个 单位 元 因子 外 ，f 就 是 整 函 数 。 因 此 我 们 可 以 找到 C? 的 一 个 覆盖 UV = {Us} 和 函数 
fa € CD 使 得 轨迹 (f= 0) =V NU 并且 使 得 对 任意 a 和 6, 有 


eh 
gp et (Ua N Ug)。 
b 


但 是 因为 H1(C”, 06*) = 0, 所 以 上 闭 链 


{9a8} EC! (U, CO) 


是 上 边缘 , 即 , 在 必要 的 覆盖 细 分 之 后 , 存在 一 个 上 链 


{ha} € C(U, 0”), 


使 得 
jo hs 


J 1 
那么 , 整 函数 
f faha = fehe 
的 零点 轨迹 正好 是 〖。 证 毕 
HA((C)* x (CD) = 0 的 另 一 个 应 用 就 是 , 由 平面 和 穿孔 平面 的 乘积 给 出 的 复 流 形 
的 履 盖 是 非 循环 的 , 这 是 我 们 在 接 下 来 的 两 个 计算 中 要 使 用 的 结果 。 
3. 为 了 计算 上 同调 群 7?(P!, 2), 在 Pl 上 取 欧 氏 坐 标 % 和 w= 1/wu, 并 且 设 世 = (vz 
0), VV == (w 关 0)。 由 坐标 ww 和 vw, UV 和 VV 分别 对 C 是 双全 纯 的 , 并 且 UNV = C*; 因此 , P! 
的 覆盖 {U,V} 是 非 循环 的 。 现 在 , 有 


C ({U,V},6)={(f,9): fe 6(UV), ge O(V)} 


和 
CU({UVEO)= {he ol(UNV)). 
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给 定 (f,g) E CD 和},O), 我 们 可 以 写 出 


Oo OO Oo 
f= > an 9= > bnv” 一 > bnu "o 


和 


H'(P!',0) SC, 
或 者 换 句 话说 ，P! 上 的 唯一 整体 全 纯 函 数 是 常数 。 
一 般 地 , 从 最 大 值 原理 显然 得 到 , 对 任意 紧 致 连通 复 流 形 有 刀 "(M, C) 兰 C。 
另 一 方面 , 给 定 任意 的 


h 一 > anu” = > anv " eC ({U,V},O), 


我 们 可 以 写 出 
h=6((f,9)), 
其 中 ， 


oo oo 
> n > n 

/和 Un ， 9 二 Und ， 
n=0 匈 三 二 


并 且 由 此 得 到 


Hi(P', OZ) = 0。 


类 似 地 ， 
O({U, VQ) = {2,7 :wv EAU), ne QV)} 


的 任意 元 素 (w,n) 可 以 写作 


WE bs oj du; 7 三 CE mo] dv = [- > du, 
n=0 n=0 n=0 


这 是 因为 dv = d(w-!) = 一 wu?du。 由 此 我 们 得 到 ，6((w,n)) = 0, 当 且 仅 当 w =7 = 0, 即 ， 


H°(P!, Q1) = 0。 


EE 


同样 的 记号 , 元 素 


v= ( > oo du Ee OU({U, VY,Q) = QUVNTV) 


可 表示 为 56((w,)) = -ww 十 9 当 且 仅 当 ai = 0; 因此 ， 


Hi(P',Q) 兰 C。 
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用 同样 的 方式 , 读者 可 以 验证 , 一 般 地 ， 


二 
H?(P", 09) = | 0 <n, 


这 是 我 们 后 面 用 Hodge 理论 要 证 明 的 结 

4. 设 M = C? 一 {0}。 由 Hartogs 定理 我 们 得 到 C(C2 一 {0}) = O(C?)。 取 履 盖 Ui = 
{所 关 0}, U2 = {加 关 0}; 它 也 是 一 个 非 循环 覆盖 (人 U2 全 CxC*;UiNnU2 守 C* xC’)。 
现在 ，CI(D DO) = O(Ui4n U2) 由 下 列 Laurent 级 数组 成 


f(z1, Z2) > rine 2 ) 


7 了 一 一 DO 


Z(D) 由 下 列 级 数组 成 : 


全 


f(z1, 22) = > Omnin21 2 


7 之 0 


由 下 列 级 数组 成 


CD) 


f(z21, 22) = 入 全 > 0cmn2T 22 。 


因此 , 6C?({U,U2}06) = O(U 2 十 CO(D) 不 包含 次 加 (mm < 0) 的 项 的 Laurent 级 数 ; 我 们 
得 到 dim Hi(C? — {0},0) = 


4. 流 形 的 拓扑 


闭 链 的 相交 

考虑 图 1 的 标准 环 面 工 和 两 个 1 维 闭 链 A 和 B。 直 觉 判 断 , 任意 同调 于 B 的 1 维 闭 链 
必然 与 同调 于 4 的 1 维 闭 链 相交 , 而 同调 于 4 的 闭 链 一 一 例如 A 一 一 可 以 与 4 不 相交 。 
这 是 九 (7,Z) 中 类 a = (4) 和 6 = (B) 的 不 变量 , 我 们 将 用 公式 来 表示 它 。 问 题 是 , 代表 
A 和 B 的 闭 链 的 相交 点 的 数目 是 不 确定 的 : 例如 , 我 们 可 以 得 到 图 2 的 任 一 种 情况 。 需 要 
一 种 方法 来 把 了 上 两 个 闭 链 的 相交 点 进行 计数 , 使 得 “多 余 的 ”相交 互相 抵消 。 为 此 如 下 进 
行 : 首先 选择 下 上 的 定向 。 那 么 , 如 果 卫 上 的 两 个 闭 链 A 和 B 横 截 相交 于 点 p, 当 对 4 和 
B 的 切 和 撩 量 按 顺 序 形成 到 (2) 的 一 个 基 时 , 我 们 定义 p 处 A 和 B 的 相交 指标 i(A :B) 为 
1, 反之 为 -1; 我 们 定义 横 截 相交 在 光滑 点 的 闭 链 4 和 B 的 相交 数 #(A . B) 为 下 列 求 和 : 


#(A.B)= >》 w(A.B). 
pEANMB 
不 难得 到 ，#(4A.B) 只 依赖 于 4 和 B 的 同调 类 : 如 果 4 同调 于 零 一 一 即 , 如 果 4 是 区 域 
CO; CT 的 边界 , 且 4 的 切 和 撩 量 和 5C; 的 向 里 的 法 矢量 总 形成 了 (AM) 的 定向 基 一 一 那么 , 路 
径 B 在 进入 区 域 C; 时 与 4 正 向 相交 , 出 来 时 与 4 负 向 相交 ; 因此 得 到 ， 


#(A.B)=0, 
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Figure 1 


Figure 2 


并 且 一 般 地 , 因为 相交 数 对 每 个 因子 是 线性 的 , 如 果 4 ~ 4', 那么 
#(A'.B)=#(A.B)。 


最 后 , 因为 对 任意 两 个 同调 类 a, 6 e 本 (7T,Z), 我 们 可 以 找到 表示 a 和 6 并 模 截 相交 的 了 
上 的 闭 链 4 和 B, 我 们 已 经 定义 了 双 线 性 配对 : 


Hi 2) HT 2) 2 


在 一 般 定向 流 形 上 , 闭 链 相交 的 定义 与 这 个 特殊 情形 不 同 , 唯一 困难 在 于 验证 所 做 出 
的 横 截 性 的 定义 。 假 设 M 是 一 个 n 维 定 癌 流 形 ，4A 和 B 分 别 是 M 上 维 数 为 k 和 mn 一 的 
分 段 光 滑 闭 链 ，p e ANB 是 A 和 B 横 截 相交 的 一 个 点 。 设 vv & (4) CT,(M) 是 
T,(4) 的 定 问 基 ， wi,… ,wn_k 是 了 TD,(B) C 了 TD,(M) 的 定向 基 ; 当 ,on ,Wn_% 是 
T,(M) = 了 TD(4) @T,(B) 的 定向 基 时 , 我 们 把 p 处 4 与 B 的 相交 指标 忆 (4.B) 定义 为 十 1 


反之 定义 为 1。 如果 4 和 B 处 处 横 截 相交 , 那么 我 们 定义 相交 数 *#(A.B) 为 
#(4.B)= >》 w(A4:B). 


p=ANMB 
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Figure 3 


注意 , 这 个 求 和 是 有 限 的 , 因为 4 和 妃 有 紧 致 文集 并 且 由 假设 ，4m 巨 是 离散 的 。 
我 们 现在 必须 证 明 , 相交 数 区 4 .B) 依赖 于 A 和 B 的 同调 类 ; 即 ， 


4~0 僵 #(4.B)=0。 


在 这 种 情形 , 我 们 可 以 取 4 = 6C 为 分 段 光 滑 的 (k 十 1) 维 流 形 GC; 的 边界 求 和 , 使 得 在 
每 个 光滑 点 PE 4A，T,(4) 的 定向 基色,… ,wi 与 0; 向 里 的 法 矢量 一 起 给 出 Cs 的 定向 。 
标准 的 横 截 讨论 , 我 们 可 以 把 链 C 取 为 与 B 几乎 处 处 横 截 相交 , 使 得 相交 CNnB 出 
分 段 光滑 弧 的 集合 {ya} 组成。 当然 , 这 些 弧 的 端点 构成 4 与 B 的 相交 点 ; a 明 , 对 
每 个 7 两 个 端点 yt0) y(1) < AmB 将 有 4 和 BB 的 相反 相交 指标 。 ( 见 图 3。) 不 难得 
到 : 我 们 可 以 找到 沿 7y 的 C 的 Ce 矢量 场 {v(t) € 了 (wp(C) 上 sz1.p 和 沿 2 
{vi(t) € OO(B)j=era mw 使 得 对 所 有 的 


EE 


1，1(),… ,Vk( 引 ,7Y() 是 Tye)(C) 的 定向 基 , 
2 Yb), vir2(d), ,nd) 是 De I ) 的 定向 基 ， 
3. i en Vp+2(),… ,vn(t) 是 Tw)y(M) 的 定 癌 基 , 并 且 使 得 v1(0),…… ,vi(0) 


是 了 (0)(4) 的 定 问 基 , v1(1),…， vl) 是 了 (4) 的 定 问 基 。 DL E 求 
改变 7 的 指定 方向 。) 那么 , 因为 Y() 向 外 正 交 于 C, 并 且 v1(1),… ,vx(1),Y(1) 对 C 是 正 
定向 的 , 所 以 Da)(4) 的 基 吉 (1),… ,vi(1) 必须 是 负 定 向 的 。 因此 ， 


wo(A:B)=+1 和 (A:B)= -1, 


并 且 我 们 已 经 得 到 了 结果 。 
现在 , 如 果 a € Hi(M,Z) 和 6 € HH,_x(M,Z) 是 任意 两 个 同调 类 , 那么 , 我 们 可 以 找到 
M 上 代表 a 和 6 且 模 截 相交 的 Ce。 分 段 光 滑 闭 链 A 和 BB。 相 交 数 #(A.B) 由 类 a 和 6 确 
定 , 且 因 此 我 们 已 经 定义 了 双 线 性 配对 


Hix(M,Z) x Hn,_x(M,2Z) 2, 
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称 为 相交 配对 并 表示 为 #(a . 8)。 注 意 , 从 相交 指标 的 定义 得 到 
人 
我 们 也 可 以 定义 任意 维 数 的 M 的 同调 上 的 乘积 


Hg (M, Z) x 万 id， ZZ) YY Lin—k1—hk2 (MM, ZZ) : 


如 果 a € -i(M) 和 Be -jp(M) 是 类 ,我们 可 以 找到 表示 它们 并 几乎 处 处 横 截 正 交 
的 闭 链 4A 和 BB。 定 向 的 相交 C 这 样 给 出 , 使 得 如 果 急 ,… ,vw_n-is 是 C 的 光滑 点 处 T,(C) 
的 定向 基 , 并 且 把 它 分 别 完 备 化 到 (4) 的 基 


LO ,Wks UL Un 一 说 一 Ko 
和 工 ,(B) 的 基 
U1) Unki—ko) Ul Vi， 
那么 , 整个 基 
OT ) Whk2, V1, Oa ) Un—ki—k2; U1, 和 ) Uk1 


对 工 (M) 是 正 向 的 。 C 与 此 定向 一 起 称 为 4 和 B 的 相交 闭 链 4A. BB。 再 次 , 为 了 证 明 相 交 
在 同调 上 是 明确 定义 的 一 一 即 , 如 果 4 同调 于 0 那么 闭 链 4.B 同调 于 0 一 一 我 们 必须 首先 
证 明 我 们 可 以 找到 链 C, 且 


oC=A 
与 B 儿 平 处 处 横 截 正 交 , 接着 证 明 集 合 论 关系 


A.B= 0(0.B) 


在 定向 闭 链 水 平 上 也 成 立 。 证 明 这 些 断 言 要 使 用 的 技巧 类 似 于 在 余 维 数 情形 的 证 明 , 但 比 
它们 要 复杂 。 

术语 : 当 我 们 谈论 流 形 M 上 两 个 闭 链 A 和 B 的 相交 数 或 “拓扑 相交 ”时 , 我 们 总 是 指 它 
们 代表 的 类 a, 8 e 五 (M,Z) 的 相交 数 。 因 此 , 即使 4 和 B 不 能 横 截 正 交 时 , 式 子 #(A.B) 
也 有 意义 。 


Poincaré 对 偶 
关于 闭 链 相交 的 基本 结果 是 
定理 (Poincaré 对 偶 ): 如 果 M 是 紧 致 定向 n 维 流 形 , 那么 相交 配对 
Hi(M,2Z) x H,_s(M,Z)— 2 


是 么 模 的 , 即 , 任意 线性 泛 函 有 ,_4 一 名 可 以 表示 为 与 菜 些 类 a eE 两 (ML ZI) 的 相交 , 并 且 
与 万 ,4(M, 思 ) 中 所 有 类 相交 数 为 零 的 任意 类 a E H(iM,Z) 是 挠 率 类 。 
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Figure 4 


证 明 : 就 象 前 节 一 样 , 我 们 可 以 假设 M 是 单纯 复 形 KK = {ot,9}ax 下 面 的 流 形 。 证 明 中 的 
本 质 步 又 是 如 下 M 的 对 偶 胞 腔 分 解 的 构造 。( 见 图 4。) 首先 , 设 {r4} 是 复 形 天 的 第 一 重 
心 重 分 。 对 每 个 初始 三 角形 中 的 顶点 设 


= |) 78 

T9300 
是 n 维 胞 腔 , 它 在 以 o2 为 顶点 的 重 分 中 作为 n 维 单纯 形 73 的 并 集 而 得 到 。 那 么 , 对 每 个 
在 初始 分 解 中 的 有 维 单纯 形 5*, 设 


odEok 
是 伴随 于 os 的 十 1 个 顶点 的 nn 维 胞 腔 *o2 的 相交 。 那 么 , 胞 腔 {A%* = *o%} 给 出 MM 的 
一 个 分 解 , 称 为 对 {o4} 的 对 侦 胞 腔 分 解 。 
注意 , 因为 对 偶 分 解 的 上 +1 De 有 的 初始 复 形 的 维 复 形 os 的 唯一 点 就 是 
重心 , 所 以 oa 的 对 偶 胞 腔 An 二 是 对 偶 胞 腔 中 与 o* 相交 的 唯一 的 (n 一 上 及 ) 维 胞 腔 ; 
人 A"* 与 s$ 横 截 相 交 。 给 定 o* 的 -个 定向 ， 我 们 可 以 把 A* 上 的 对 偶 定 向 如 此 取得 ， 
使 得 在 p = ox mca 处 有 


(au Aa) = 十 1。 
今后 , 如 果 oa 被 看 作 一 个 定 问 单纯 形 , 那么 *o6 将 表示 有 对 侦 定 问 的 定向 胞 腔 A。; 我 们 也 
用 *A。 表示 初始 定向 单纯 形 oa。 

我 们 现在 把 复 形 {o*} 上 的 边缘 算 子 9 和 {A?-*} 上 的 上 边缘 算 子 联系 起 来 。 首 先 注 
意 到 , 如 果 os 有 顶点 cg ,au 那么 , 对 偶 胞 腔 A%* = *o 作为 对 偶 m 维 胞 腔 的 (k 十 了 1) 
重 相交 NiA? = NM;*o? 而 给 出 , 并 且 因 此 出 现在 A? 的 上 边缘 5A?z 中 的 胞 腔 就 是 胞 腔 
A? 的 大 重 相交 Artt1 = izyAr, 即 ，o* 的 面 oh+! 的 对 偶 胞 腔 。 我 们 现在 声称 , 基本 关系 


OA (De) 


在 定向 胞 腔 的 水 平 上 成 立 , 即 , 如 果 cj 和 Ai 分 别 有 象 ce 和 A。 的 边缘 和 上 边缘 一 样 的 定 
回 , 那么 , 在 = om Ai 处 ， 


wo A) = CD, 
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Figure 5 


( 见 图 5。) 这 与 在 相交 数 的 同调 不 变性 的 验证 中 做 出 的 讨论 是 是 同类 型 的 。 单 纯 形 sx 与 
胞 腔 A? “+ 相交 在 弧 7 中 , 它 从 ou 的 重心 p = ?7(0) 到 cu 的 面 oj 的 重心 p = y(1)。 那 
么 , 设 外 ,… ,vp-1 是 沿 着 7 的 ou 的 矢量 场 ，wi ,on 是 治 着 7 的 Ai 的 矢量 场 , 使 得 
V1(0),… ,Vk-1(0),Y(0) 是 To)(oa) 的 定 同 基 ,v41(0),… ,vn(0) 是 To)(Aa) 的 定 癌 基 , 并 
且 使 得 v1(1))… ,vi (1) € 了)(00), ok ,vn(1) € D(A;)。 由 假设 ， 


Wy(0) (Aa Gel) a 十 |， 


对 M 上 给 定 的 定向 , 基 v1(0),… ,vp-1(0),Y(0), vt1(0),… ,vn(0) 是正 的 。 还 有 , 因为 y (0) 
在 y(0) 处 是 向 里 正 交 于 Aj, 并 且 因 为 wsai(0)，…,on(0) 对 Do)(As) 是 正定 向 的 , 所 以 基 


Y (0), vp+1(0), 0 ,Vn(0) 


关于 Aij 上 的 定向 有 符号 (1)”*。 由 连续 性 , 最 后 两 个 断言 对 y(1) 也 成 立 。 在 那里 , 因为 
Y(1) 在 x(1) 处 向 外 正 交 于 Aw 并 且 因 为 v1(1),…,vx_1(1),Y(1) 对 了 (oo) 是 正定 向 的 ， 
所 以 基 (人 ,oai() 对 sj; 将 是 负 定 向 的 。 因 此 , 如 所 期 望 的 一 样 ， 


wo Aj) = (-1)" 人。 


FLT 


此 我 们 得 到 , 映射 


oP? — An ? 
在 M 的 初始 单纯 形 分 解 中 的 链 复 形 (C,,9) 和 对 偶 胞 腔 分 解 中 的 上 链 复 形 (C*,6) 之 间 诱 
导 了 一 个 同 构 。 所 得 到 的 同 构 


万 : H(M,2Z) 一 万" “(M,Z2) 


有 这 样 的 性 质 : 对 任意 ye Hi(M,Z) 和 入 eH,_i(MM,Z) 有 
#(y:N) = DYN); 


并 且 定 理 得 证 。 证 毕 


基础 知识 : 流 形 的 拓扑 50 


Poincaré 对 偶 的 稍微 弱 的 描述 是 说 , 由 


P(A)(B) = #(A. 8) 


给 出 的 映射 
Hi(M,Q) —» Hi_x( M,Z) SE H**(M,Q) 


交配 对 是 么 模 这 个 结果 后 。 由 de Rham 同 构 


是 同 松 


ERER =» H"™(M,©), 


这 等 价 于 说 , 对 M 上 的 任意 天 维 闭 链 4, 存在 一 个 闭 (mn 一 形式 o, 使 得 对 M 上 的 任意 
(n 一 ) 维 闭 链 , 有 
f= *(4.8). 
假设 2 和 ww 的 定向 流 形 M 上 的 两 个 团 形式 。 那 么 , 外 积 gp 人 多 是 闭 的 , 利用 关系 
pA(V+AN) = pAYV+ -1rd(y An), 
我 们 得 到 ,wp 入 vy 的 de Rham 上 同调 只 依赖 于 wy 和 wv 的 de Rham 类 。 由 此 我 们 有 线性 映射 


Hbra(M) @ Hk 一 da 


并 且 特 别 有 一 个 配对 
Hsr(M)® HPa (M) — HBr(M)SC. 
我 们 现在 把 de Rham 上 同调 中 的 这 个 配对 与 闭 链 相 交通 过 Poincaré 对 偶 联 系 起 来 ; 为 此 ， 
我 们 首先 必须 建立 Kiinneth 公式 。 
假设 M = {ok}yox 和 NN = {oyow 是 两 个 单纯 复 形 。 乘 积 cx x o4 给 出 乘积 空间 
MM x NWN 的 一 个 胞 腔 分 解 , 边缘 算 子 为 


O(ok x og) = 00% x og + (—1)*os x O04 


M 和 NN 中 的 两 个 闭 链 


A= > aao* 和 区 05a4 


AxB= >》 aabpae x o6 
是 一 个 闭 链 , 并 且 A x B 的 同调 类 只 依赖 于 A 和 B 的 同调 类 , 这 是 因为 


的 乘积 


(A+0C)xB=AxB+O(C x B)。 


我 们 由 此 得 到 一 个 映射 


H,(M,2) ® H.,(N,2Z) —» H,(M x N,Z); 
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我 们 声称 , 模 挠 率 后 , 它 是 一 个 同 构 。 这 容易 得 到 , 只 要 我 们 把 复 形 M 和 N 的 链 用 与 则 基 
的 方式 表示 出 来 , 即 , 用 边缘 算 子 对 角 化 的 方式 。 我 们 可 以 如 下 构造 M 中 链 的 这 样 的 基 。 
假设 M 的 维 数 为 m; 设 {7?} 是 M 中 m 维 闭 链 的 有 理 数 基 。 对 M 中 m 维 链 , 把 {7"} 完 
备 为 有 理 数 基 ; 称 例外 基 元 素 为 {1ww}。 设 


7 一] __ m. 
Ca Oue; 


使 得 fa 是 维 数 为 m 一 1 的 M 的 边缘 的 基 ; 对 M 的 (m 一 1) 维 闭 链 , 把 {om-!} 
完备 到 有 理 数 基 {og !,789 ,对 M 的 (m 一 1) 维 链 , 把 {oz 57? } 完备 到 有 理 数 
基 {oz TAU。 设 og 2 = Opw-1; 继续 下 去 , 对 M 的 链 , 我 们 得 到 有 理 数 基 
{c2 ;Te 1}, 其 中 人 1 是 边缘 的 基 ，{oes, 7 到} 是 闭 链 的 基 , 并 且 Ons = al。 

现在 , 设 fo2r2 Nt 是 六 的 链 的 类 似 构造 的 基 , 并 且 设 4 是 M x NN 中 的 闭 链 , 表 
示 为 M 和 NN 中 基 元 素 的 乘积 的 线性 组 合 。 因 为 乘积 ok xc ox 丰 和 全 xcy 分 别 是 
tl x ao p+! x 碎 和 (一 1)* 到 x p31 的 边缘 , 所 以 , 在 用 同调 闭 链 代替 4 后 , 我 们 可 以 
假设 这 样 的 项 不 出 现在 4 的 表达 式 中 。 还 有 , 如 果 项 


ox 
出 现在 4 中 , 我 们 可 以 通过 从 4 把 边缘 


Ole KW)S0 RED pe Xo 


CQ 


减 卸 来 去 邱 它 。 因 此 我 们 可 以 得 到 ， 
A = > aapruTe XxX 十 > bape XxX 1 
十 SD Cagr x 1 四 Cappzj x 1 


k l 
村 >， €aBklHa 义 0p。 


取 边 缘 , 我 们 得 到 
全 一 DO4 一 >》 papkl( 一 1) "Te x 4 
十 》 capmae 1 XxX 7 十 odio XxX 1 
十 》 (—1)*dogrmnt XxX 
十 》 eapkak 1 Xx 0 人 。 
但 是 现在 求 和 中 的 所 有 项 是 线性 独立 的 , 所 以 必须 等 于 零 ; 因此 , 对 每 个 a,6,k,l 有 


bao = Cagkl = dagri = eae = 0, 并 且 


k 1 
A rt X Tb 
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是 M 和 的 闭 链 乘积 的 线性 组 合 。 类 似 地 , 我 们 得 到 4 在 M x N 中 同调 于 零 , 只 要 对 
每 个 Qa, 5,k,! 有 QapBkl = 0， 并 且 我 们 已 经 建立 了 Kiinneth 公式 : 


我 们 现在 把 闭 链 相交 与 紧 致 定向 m” 维 流 形 M 上 形式 的 外 积 联系 起 来 。 假 设 ec 是 M 
上 的 天 维 闭 链 , 7 是 (2 一 太 维 闭 链 , 设 peE 4m"-*(M), we A*(M) 是 M 上 的 闭 形式 , 它们 
表示 Poincaré 对 偶 于 cc 和 7 的 类 的 上 同调 类 , 即 , 使 得 对 任意 (n 一 维 闭 链 yw, 有 


/= 和 全 
-人 


在 有 投影 映射 ri, ra 的 乘积 M x M 上 , 我 们 得 到 


/ae = h: 


有 es 
男 一 方面 , 如 果 (pi1,p2) 是 o xT 与 Xxv 的 交点 , 那么 , 给 出 定向 后 我 们 得 到 


和 对 任意 万 维 闭 链 wv, 有 


Lpi,p2) (0 XT7T,H Xx v) 二 (一 1)” om (o > 14) E Lp¥(T 2)。 


因此 ， 


| 
| 
二 
i 
SS 
间 
9 
> 
冰 
| 
SS 


#(g xTNAXz) = 


注意 , 这 个 公式 对 任意 (n 一 1) 维 闭 链 jw 系 维 闭 链 v 成 立 : 如 果 天 夭 她 那么 两 边 都 等 于 
零 。 由 Kiinneth 公式 , 这 样 的 闭 链 乘 积 生成 太 ,(M x MQ〖@), 并 且 因 此 得 到 形式 zr*p A vy 
Poincaré 对 侦 于 闭 链 (一 1)”*o x 7, 即 , 对 M x MM 中 的 任意 维 闭 链 ”， 


(UDP / a 
n 
我 们 特别 把 它 应 用 到 对 角 A C M x M。 一 方面 ， 


J rivsriv= OAUW。 
人 M 


另 一 方面 o x7 与 A 的 交点 (p,p) 对 应 于 go 与 7 的 交点 p, 考虑 定向 后 , 我 们 发 现 , 对 这 样 
的 点 P， 


Lipp) (oO x7T: 人 A)= (—1)” “wl(o .7T)。 
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因此 ， 
te: — (Da x7 A)— f way 


即 , 同调 中 闭 链 的 相交 PoincarE 对 偶 于 上 同调 中 的 外 积 。 

注意 , 我 们 可 以 确定 上 同调 上 拖 回 映射 的 Poincaré 对 偶 。 显 然 , 如 果 f : M 一 N 在 闭 
链 A CN 上 非 奇异 的 流 形 的 C™ 映射 , 那么 , 在 适当 确定 定向 后 , 闭 链 广 !(4) PoincarE 对 
偶 于 经 4 的 PoincarE 对 偶 的 了 的 拖 回 。 不 难得 到 : 如 果 B C M 是 横 截 相交 广 !(4) 的 M 
上 的 任意 闭 链 , 那么 ，f(B) 将 在 FLBn 广 !(4)) 处 横 截 相交 4。 如 果 2 是 Poincark 对 偶 于 
4 的 NN 上 的 闭 形 式 , 那么， 


/re =- p=—#(f(0). A) = #(B. 7-1(A)), 
f (6) 


所 以 ， 广 !(4) Poincaré 对 偶 于 f*p。 
在 这 个 背景 下 , 对 偶 的 弱 形 式 可 以 再 次 重新 给 出 下 列 断 言 : 


|， 加 一 ny 


Hor(M) @ ER COM) 一 下 


是 非 退化 的 , 或 者 , 对 M 上 任意 闭 上 形式 o, 存在 一 个 (n 一 此 ) 维 闭 链 4 一 一 除了 同调 外 它 
是 唯一 的 , 使 得 对 任意 闭 (n 一 形式 多 有 


ferw= fv. 


注意 : 两 个 上 同调 类 a e H*(M,Q) 和 6 eH*(M,Q) 的 普通 杯 积 wU 8 可 以 定义 为 经 
一 个 对 角 映 射 的 拖 回 


给 出 的 配对 


De 


oaUB=A"(a®p), 


对 M 上 所 有 闭 链 cr, 这 个 M x M 上 类 a & 8B 的 这 个 对 角 映 射 人 A:M 一 M x M 由 下 式 
定义 : 


ag@pbx7T)=a(c) :bP(7)。 

用 这 个 定义 , 显然 , 如 果 pp 和 w 是 表示 a 和 6 的 M 上 的 闭 形式 , 那么 M x M 上 的 形式 

NAP 人 TW 表示 a 8 PB, 并 且 因 此 yp 入 表示 类 a U6。 因此 ,通过 de Rham 同 构 , 形式 的 外 
积 对 应 于 上 闭 链 的 杯 积 

作为 一 个 例子 , 让 我 们 来 计算 P"* 的 上 同调 代数 。 为 此 , 用 关 = (Xo,…, Xn) 表示 Cn 

上 的 欧 氏 坐标 , 并 且 0=W CVic.…CW=C? 表 示 C"t! 中 的 标志 , 它 由 
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给 出 ; 设 PF C P” 是 V*t1 的 像 。 就 象 我 们 已 经 知道 的 一 样 ，P” 中 超 平面 P"! 的 补 集 
Pp" 一 PP"! 是 欧 氏 坐标 为 Xo/ Xm,… ,Xn-1/Xn 的 C"; 类 似 地 ，P* 中 了 的 补 集 是 欧 氏 坐 
标 为 Xo/ Xk,… ,Xp_1/Xk 的 C*。 从 而 我 们 得 到 P” 的 胞 腔 分 解 ， 


PP pe PPP PVP 


它 是 作为 2k 维 胞 腔 P* 一 P*7! 衬 C* 的 并 集 给 出 的 , 每 个 大 = 0,…,n 是 一 个 元 素 , 这 推广 
了 熟悉 的 Riemann 球面 的 图 像 。 因 为 只 在 偶 维 有 胞 腔 , 所 以 所 有 边缘 映射 是 零 , 并 且 因 此 
P" 的 同调 被 胞 腔 的 闭 集 类 P* 自由 生成 , 即 由 给 定 自 然 定向 的 它 的 线性 子 空间 的 同调 类 生 
成 。 

因为 了 中 的 上 维 平面 P* 和 (nm 一) 维 平面 到 天 一般 横 截 相交 于 一 点 , 所 以 在 这 种 情 
形 下 Poincaré 对 偶 是 显然 的 。 的 确 , 因为 一 个 (n 一 襄 ) 维 平面 一 般 横 截 相交 于 一 个 (n 一 有) 
维 平面 于 一 个 (n 一 有 一) 维 平面 中 , 所 以 


(ED 


解析 闭 链 的 相交 


现在 假设 M 是 维 数 为 n 的 紧 致 复 流 形 ，V C M 是 维 数 为 的 可 能 奇异 的 解析 子 艇 。 
就 象 我 们 已 经 看 到 的 ，Stokes 公式 


/w=0 


对 M 上 任意 (2k 一 1) 形式 成 立 。 因 此 我 们 可 以 用 


d= |? 


来 定义 EECM) 上 的 线性 泛 函 , 其 中 V 有 自然 定向 。 由 Poincar 对 偶 , 这 个 线性 泛 函 确定 
了 一 个 上 同调 类 E HR-*(M), 称 为 V 的 基本 类 。 

我 们 还 可 以 用 相交 配对 的 方式 来 定义 V 的 基本 类 。 对 任意 同调 类 a e Hx (M,Z)， 
我 们 可 以 找到 一 个 闭 链 4, 它 代表 a 并 且 与 V 横 堆 相交 于 光滑 点 。 实 际 上 , 相交 数 


1 六 计 
pEANV 
一 一 其 中 VV 也 有 自然 定向 一 一 只 依赖 于 同调 类 a: 如 果 4 ~ 4, 那么 因为 V 的 奇异 轨迹 的 
实 余 维 数 > 2, 所 以 我 们 可 以 找到 M 上 一 个 (2n 一 2k 十 1) 维 链 C, 它 避 免 了 V 的 奇异 集合 ， 
与 V 几乎 处 处 横 截 相交 , 并 且 使 得 


0C=A- A 
于 是 交 4 人 三 区 4 人 态 ) 的 证 明正 好 象 本 节 开头 那样 处 理 。 因 此 , V 定义 了 一 个 线性 泛 函 


Hn, 2k (M,Z) 一 2; 
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相应 的 上 同调 类 mv e HH?-*(M) 是 V 的 基本 类 。 
注 记 : 当 我 们 谈论 簇 V C WY 的 基本 类 时 , 我 们 也 可 能 指 它 的 Poincaré 对 偶 一 一 即 , 由 
线性 泛 函 


万 和- 2*(M)—C 
[pl es fg 


给 出 的 同调 元 素 。 通 常 , 它 可 以 从 上 下 文 看 出 的 , 或 者 它 对 我 们 所 谈论 的 情况 是 无 关 紧 要 
的 。 

我 们 现在 进行 一 个 简单 的 观察 。 假 设 V 和 W 是 维 数 为 k 和 n 一 的 解析 簇 , 在 复 流 形 
MM 上 横 截 相交 于 一 个 点 p。 我 们 可 以 取 p 附近 M 的 全 纯 坐 标 > = (21,…,%), 使 得 了 和 
W 由 下 式 给 


写 出 Zi = Vi 十 V—1y;, M 上 的 自然 定向 由 T,(M) 的 基 


0 
OX1 Oy ?Oxn Oyn 


给 出 , 同时 V 和 W 的 定向 由 下 式 给 出 : 


2 a 
Dzl DO 0zk Oyx 


(起 O 人 O 本 
Owepi Ou "Oop Og 
那么 , 我 们 得 到 , 如 果 VW 和 MM 都 给 出 自然 定向 , 有 


和 


ww(V:W)=+l1。 


两 个 横 截 相交 的 解析 子 化 的 相交 指标 总 是 正 数 , 这 个 平凡 的 观察 实际 上 是 代数 几何 的 
基石 之 一 。 它 把 两 个 簇 的 点 集 论 相 交 ( 一 个 先 验 的 几何 不 变量 ) 与 相交 数 (一 个 先 验 的 拓 提 
不 变量 ) 联 系 起 来 , 并 且 提 供 了 一 个 基本 的 沟通 。 然 而 在 我 们 完全 利用 这 个 结合 前 , 我 们 必 
须 把 它 扩张 到 可 能 的 非 横 截 相 交 的 情形 。 讨 论 如 下 (解析 艇 相交 的 其 它 讨 论 将 在 第 三 章 第 
二 节 和 第 五 章 第 二 节 给 出 )。 

设 V 和 W 是 C" 中 半径 为 1 的 多 圆柱 人 中 维 数 为 k 和 nn 一 k 的 两 个 解析 簇 , 原点 为 它 
们 的 唯一 相交 点 。 考 虑 半径 为 1/2 的 多 圆柱 与 它 自己 的 乘积 A' x A' 中 的 两 个 簇 


V=n (VV)= {2,w) :zeV} 
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W={(2,w):z—weW)}. 


当然 , 对 每 个 6, 簇 V 和 W 分 别 与 纤维 z!(e) = A' x {e} 兰 A' 相交 于 解析 簇 V 和 解 
析 簇 WW 十 se (W 平移 e) 中 ; 还 有 , 当 V 和 W +s 横 截 相交 于 点 p 时 ，rz1(e) 与 横 截 相交 
VNnW 正好 相交 于 点 (p,e)。 相 交 VNW Cc A’ xA’ 是 维 数 为 n 的 解析 簇 , 并 且 因 此 投影 
rn2:VNW 一 A' 把 VNW 表示 为 A' 的 一 个 分 支 1 叶 覆 盖 ; 因此 , 我 们 得 到 , 对 处 在 A' 的 
一 个 解析 子 答 之 外 的 esEA', 和 乌 V 和 WW 十 e 将 相交 于 和信 ' 中 的 4 个 点 。 数 4 称 为 0 处 VV 和 
W 的 相交 多 重 数 , 写作 


KH= mo(V . W)。 


通过 构造 , 相交 多 重 数 总 是 正 的 , 由 隐 函 数 定理 , 它 等 于 1, 当 且 仅 当 六 nr 与 纤维 1(0) 
模 截 相交 一 一 即 , 当 且 仅 当 V 和 W 横 截 相交 于 原点 。 注 意 , 定义 不 依赖 于 坐标 z 的 选择 ， 
使 得 它 也 可 以 应 用 到 复 流 形 的 两 个 解析 子 筷 。 我 们 现在 来 验证 , 如 果 V 和 W 是 紧 致 复 流 
形 M 上 的 互补 维 数 的 解析 子 艇 , 那么， 


#(V.W)= > mo(V.W). 
pEVNW 
为 此 , 设 z,w 是 点 peE VW 周围 的 局 域 坐标 , p = (0,0) 是 在 半径 为 1 的 球 人 入 中 VV 与 W 
的 唯一 相交 点 。 设 p(7) 是 C” 脉冲 函数 , 在 半径 为 1/4 的 球 A” 中 恒 等 于 1, 在 半径 为 1/2 
的 球 A' 之 外 恒 等 于 零 。 那 么 , 对 一 般 的 足够 小 的 s, 轨迹 


W. = {(2) :2— p(s) -ee W} EA 

将 
1 在 人 之 外 与 W 是 一 样 的 ， 
2. 在 A' - A” 中 与 V 不 相交 ， 

3. 在 A" 中 是 解析 簇 , 与 V 横 截 相交 于 二 mp(V WW) 个 点 。 


现在 , 设 {p;} =V NW。 选 择 p; 周围 的 坐标 球 A;, 半径 为 上 述 的 si 设 


W’ = (W — UA;) U (UW.,)。 


于 是 ，W” 在 余 维 数 为 2 或 更 大 的 轨迹 之 外 是 光滑 流 形 , 并 且 由 我 们 的 一 般 方 法 得 到 它 表示 
M 中 的 上 同调 类 nw; 的确 ，nw' = nw, 这 是 因为 在 每 个 A' 中 ， 


WW’=0({z:z-t.ee WoO<te< pz)))). 


最 后 , 因为 W' 与 V 横 截 相交 于 A” 中 的 mp,(V.W) 个 点 (其 中 Wi’ 和 VV 都 是 有 自然 定 问 的 
解析 禾 ) 并 且 在 其 它 处 不 相交 , 所 以 , 正如 所 期 望 的 那样 ， 


#(W-.V)=*#W.V) = 》 mp(V: W). 
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总 之 ， 
紧 致 复 流 形 上 两 个 相交 于 有 限 点 集 的 互补 维 数 的 解析 子 徐 的 拓扑 相交 数 是 


#(V.W)= > m(V.W). 
pEVNW 
相交 多 重 数 m,(V . W) 满足 
mp(V . W)z1, 


当 且 仅 当 VV 和 W 横 蕉 相交 于 了 处 时 等 号 成 立 。 

它 的 一 个 重要 推论 是 , 如 果 Y 和 W 相交 于 孤立 点 , 那么 它们 的 拓扑 相交 数 #(V .W) 大 
于 或 等 于 它们 的 点 集 相 交 数 #{V Nn Wj}。 因 此 , 比如 , 如 果 M 中 两 个 解析 簇 的 相交 VN W 
包含 多 于 #(V .W) 个 点 , 那么 VNnW 必然 包含 一 条 曲线 。 

作为 这 个 断言 的 一 个 简单 结果 , 注意 有 : 

如 果 M 是 射影 空间 Pm 的 任意 复 子 流 形 ，V C W 是 任意 解析 子 徐 , 那么 V 的 基本 类 
在 M 的 同调 中 是 非 零 的 。 

容易 看 到 : 如 果 M 的 维 数 为 n, V 的 维 数 为 k, 那么 , 我 们 可 以 找到 P" 的 线性 子 空间 
PpP"*, 它 与 V 相交 于 孤立 点 , 再 设 W = M Nn P”**, 得 到 


#(W.V)>0, 


它 意味 着 my 0 € 922-2*(M)。 

作为 一 个 推论 , 我 们 得 到 ， 

JM 的 偶 Betti 数 是 正 的 ， 

因为 由 上 述 ，M 与 到 中 的 子 空间 如 一 mi 的 相交 V 是 M 中 维 数 为 的 解析 子 簇 , 并 且 因 
此 表示 有 kx(AM) 的 一 个 非 零 元 素 。 

类 似 地 ， 

同调 于 超 平面 的 P" 的 任意 解析 子 繁 是 一 个 超 平面 。 

为 此 , 我 们 注意 到 , 如 果 V 同调 于 超 平 面 , 它 与 直线 的 相交 数 为 1。 那么 如 果 pi, ps 是 
V 的 两 个 任意 点 , 与 了 有 公共 两 点 的 直线 卫 = 页 六 必然 与 了 有 一 公共 曲线 ; 即 ，L 必然 包 
含 在 V 中 。 因 此 V 包含 连接 它 的 任意 两 点 的 直线 , 并 且 因 此 是 P" 的 线性 子 空间 。 

从 这 里 得 到 ， 

P" 的 任意 全 纯 自 同 构 由 Cnf+l 上 的 线性 变换 所 诱导 。 

设 X0,… ,XX 是 P" 的 齐 次 坐标 ，x; = Xi/Xo 是 在 超 平面 瑟 = (Xo =0) 的 补 集 上 的 
相应 欧 氏 坐标 。 因 为 P* 中 超 平面 的 基本 类 生成 8H?(P",Z) 兰 2 所 以 P* 的 任意 全 纯 自 同 
构 2 必然 把 超 平面 变 成 同调 于 超 平 面 的 P* 的 复 子 流 形 中 , 因此 变 成 超 平面 。 因 此 , 把 y 与 
p" 的 线性 变换 复合 后 , 我 们 可 以 假设 o(B) = 五 。 类 似 地 ，y 必须 把 坐标 超 平面 H(zx; = 0) 
变 到 不 同 于 五 的 超 平面 , 且 因 此 我 们 得 到 


wp(H;) 一 (Qi21 直 QniTn 十 Q0i 二 0)。 
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那么 欧 氏 坐标 z; 的 拖 回 yp*(xi) 是 如 上 的 亚 纯 函数 , 沿 着 五 有 一 个 单 极点 和 沿 着 p(H;) 有 
一 个 零点 ; 因此 函数 
(Zi 
Q0 | QI1T1 FF QnTn 


在 所 有 了 上 是 全 纯 的 , 因而 是 常数 。 于 是 ， 


* / / ~. 
2 (Ki) = Qoi tt QniT1 tT Qn iTn, 


并 且 因 此 v 是 线性 的 。 

注意 , 因此 P" 的 自 同 构 群 是 一 般 线 性 群 GD 除 以 一 维 标量 和 矩阵 子 群 {AT} 的 商 
PGP rs 

最 后 的 评论 : 当 复 流 形 M 的 两 个 解析 子 簇 (不 必 是 互补 维 数 的 ) V 和 W 横 截 相交 时 ， 
在 秘 VNnW 用 V 和 W 的 拓扑 相交 的 自然 定 问 计数 的 情况 下 , 它们 也 是 正 的 。 更 一 般 地 ， 
如 果 我 们 定义 沿 着 不 可 约 徐 ZCVNW 的 V 和 W 的 相交 多 重 数 mz(V .W) 为 多 重 数 


mult,((V NH). (WN H))a, 


其 中 p 是 2 的 一 般 光 清点 ， 互 是 与 2 横 截 相交 于 点 p 的 p 的 邻 域 中 的 子 流 形 , 那么 ,VV 与 
W 的 拓扑 相交 由 下 式 给 


(VW)= > multz(V.W).Z. 
Zirr CVNW 


5. 矢量 从 , 联络 和 曲率 


复 矢量 从 和 全 纯 矢 量 从 

设 M 是 可 微 流 形 。 M 上 的 Ce 复 矢量 从 由 以 M 为 参数 的 一 族 复 矢量 空间 {EB,}wem 
与 已 = UzeMBs 上 的 Ce 流 形 结构 一 起 组 成 , 使 得 

1. 把 及 映 到 z 的 投影 映射 是 Ce 的 ， 

2. 对 每 个 zo E M, 存在 一 个 包含 zo 的 开 集 UV 和 把 每 个 x e UV 的 矢量 空间 Bs 同 构 地 
映 到 {x} x C* 上 的 一 个 同 胚 


our:7mI(DD 一 DxCe; 
pv 称 为 避 上 五 的 平庸 化 。 


马 的 纤维 已 . 的 维 数 称 为 马 的 秩 ; 特别 是 , 秩 为 1 的 矢量 从 称 为 线 丛 。 
注意 , 对 一 对 任意 平庸 化 or 和 wy, 由 


guv(7X) = (Ppvuo py ) Nyxer 
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给 出 的 映射 
OUT : UNV 一 CA 
是 C™ 的 ; 映射 guv 称 为 相对 于 平庸 化 gu, pv 的 互 的 转换 函数 。 互 的 转换 函数 必须 满足 


恒等式 


guv(X)gvu(X) = 了 对 所 有 zx EUNV 
guv(zZ) :gvw(7):gwv(7) = 7 对 所 有 z EUNVNW。 


反 过 来 , 给 定 M 的 一 个 开 履 盖 过 = {Us。} 和 满足 上 述 恒等式 的 Cee 映射 gag : Us nn Ug 一 
G7 那么 , 存在 唯一 一 个 复 矢 量 丛 已 一 M, 其 转换 函数 为 {gaa}: 不 难 验 证 , 作为 一 个 点 
集 的 马 必须 是 并 集 

LJ x CA， 


其 中 , 点 (z, 入 ) €E UsxC* 与 (2,gag(7?)- 和 ) & UaxC* 等 价 , 流 形 结构 由 包含 映射 0。xC* 一 三 
所 诱导 。 

作为 一 般 的 规则 , 矢量 空间 上 的 运算 诱导 矢量 从 上 的 运算 。 例 如 , 如 果 瑟 一 M 是 复 矢 
量 从 , 我 们 把 对 偶 丛 Bp* 一 M 取 为 纤维 为 加 = (2)* 的 复 矢量 从 ; 于 是 , 平庸 化 


PU : Ev —»Ux 人 
(其 中 Ev = TI(D)) 诱 导出 映射 
py: EUxC*SEUVxC,, 


它 给 出 了 流 形 的 结构 天 = UKE。 这 个 构造 最 容易 用 转换 函数 来 表示 : 如 果 王 一 M 有 转 
换 函 数 {ga6}, 那么 ，E* 一 M 就 是 由 转换 函数 


Jap(z) = gae(z) 


给 出 的 复 矢 量 从 。 类 似 地 , 如 果 巨 一 M, 正 一 M 分 别 是 秩 为 大 和 ;1 的 复 矢 量 丛 , 转换 函数 
分 别 为 {gas} 和 {hag}, 那么 , 我 们 可 以 定义 下 列 从 : 
1. 马 @ 了 ,其 转换 函数 为 : 


jag(x) 有 | gap(Z) | c GD(C @ CC), 
2. 一 @ 书 其 转换 函数 为 : 
Jap(z) = gop(7)@hualz)sGLC ® ©), 
3，A 人 五, 其 转换 函数 为 : 


7ap(Z) 一 A 人 "ga6(Z) € GL(A'C*), 
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Jae(tZ) = detgae(Z) <E GZUC) =(C 
给 出 的 线 从 , 称 为 马 的 行列 式 从 。 
从 万 的 子 丛 下 C 友 是 马 的 纤维 瓦 . 的 子 空间 集合 {有 C By}yem, 使 得 P=UFR, CE 
是 五 的 子 流 形 ; FF 本身 显 然 是 矢量 人 从。 五 CE 是 和 失 量 从 这 个 条 件 等 价 于 说 , 对 每 个 z E M， 
在 M 中 存在 z 的 一 个 邻 域 UV 和 一 个 平庸 化 


or :五 UxC,, 


or 本 :Er 一 了 xCCU5xCe。 
相对 于 这 些 平庸 化 的 请 的 转换 函数 于 是 有 下 列 形式 : 


ee ( huv(z) | kuv(z) | ， 


0 | jvv(z) 


从 五 的 转换 函数 为 huy, 映射 juv 是 由 (EB/); = Bf/ 到 给 出 的 商 从 马 /F 的 转换 函 
数 。 
给 定 可 微 流 形 M 和 NN 的 一 个 C% 映射 f :MM 一 NN 和 复 和 拓 量 从 太一 NN, 我们 可 以 通 


过 设 


(f° BP)z = Br) 
来 定义 拖 回 从 fr* 马 。 如 果 
pi:bEbu— UxC” 
是 f(x) 邻 域 中 互 的 平庸 化 , 那么 映射 
fo:f Eriwv oo UxC" 

在 开 集 f-1UV 上 把 它 的 流 形 结构 赋予 了 产 EB 。 当 然 , 拖 回 从 rEB 的 转换 函数 将 是 忆 的 转 
换 函 数 的 拖 回 。 

M 上 矢量 丛 妃 和 已 之 间 的 映射 由 Ce 上 映射 上 :五 一 下 给 出 ,使 得 f(E) C 和 
万 = fs, : Bs 一 是 线性 的 。 注 意 ， 


Ker(f)= UKerf, CE 


和 

Im(f) =UImf, CF 
分 别 是 妃 和 成 的 子 从 , 当 且 仅 当 映射 fi 都 有 相同 的 秩 。 M 上 的 两 个 从 已 和 已 是 同 构 的 ， 
如 果 存 在 一 个 映射 了: 巨 一 使 得 对 所 有 的 zxe M 甩 : 忆 ;一 忆 : M 上 的 矢量 从 是 平 
庸 的 , 如 果 它 同 构 于 积 从 M x C*。 
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最 后 ,，U C M 上 矢量 从 马 一 > M 的 截面 o 是 一 个 Cee 映射 


0:U 一 卫 ， 


使 得 对 所 有 的 ze 过 有 clz) € BB。U 上 到 的 标 架 是 U 上 MM 的 截面 集合 01,… ,ox 使 得 
对 所 有 x EU，{o1(X),…,ok(7)} 是 马 的 一 个 基 。U 上 友 的 标 架 本 质 是 与 VU 上 到 的 平庸 
化 是 一 回 事 : 给 定 一 个 平庸 化 


pou: Ev UxC,, 
截面 


oi(Z) = pv (7, i) 
形成 一 个 标 架 ; 反 过 来 , 给 定 一 个 标 架 o1,…,o4, 对 忆 , 中 的 入 = 》 Xici(z), 我 们 可 以 用 
OU( 入 ) 3 (2， (Al， ed A 和 x)) 


来 定义 一 个 平庸 化 wu。 
注意 , 给 定 忆 上 五 的 一 个 平庸 化 pu, 通过 


= f(r) yo (re 


我 们 可 以 把 过 上 上马 的 每 个 截面 c 唯一 表示 为 一 个 Ce 矢量 取 值 函数 = ( 广 ,……, 太 ); 如 果 
pv 是 V 上 万 的 平庸 化 ， f= (上 ,用 ) 是 olvnv 的 相应 表示 , 那么 


SO_fil(z):¢ PT (7, €i) = fi(z (7, €i), 


所 以 ， 


Dfi(z) :ei = >》 fi(2) :pupr! (x, ei), 


f=g9uvf’。 
因此 , 用 平庸 化 {96 : Br 一 Us x C*} 的 方式 UV 上 五 的 截面 正好 对 应 于 矢量 取 值 Ce 
函数 的 集合 {f= (fo ,…, fo)}a, 使 得 对 所 有 a, 6， 


即 ， 


fa 二 ga6 fe, 
其 中 ，9gas 是 相对 于 {ya} 的 马 的 转换 函数 。 
现在 , 设 M 是 复 流 形 。 全 纯 矢量 从 万 一 、 M 是 复 和 撩 量 从 以 及 马上 的 复 流 形 结构 , 使 
得 对 任意 ze M, 存在 M 中 的 U3z 和 一 个 平庸 化 


pu: Euv—UxC,, 


它 是 复 流 形 的 双全 纯 映射 。 这 样 的 平庸 化 称 为 全 纯 平 讶 化 。 注 总 , 如 果 {p64 : Er 一 
Us。 x C*} 是 全 纯 平 庸 化 , 那么 , 相对 于 {pa} 的 五 的 转换 函数 是 全 纯 映 射 , 并 且 反 过 来 , 给 
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定 满足 第 59(66) 页 恒等式 的 全 纯 映 射 gus : Us 阁 Vs 一 G7 我 们 可 以 构造 一 个 转换 函数 为 
gas 的 全 纯 矢 量 从 一 一 M。 

迄今 所 讨论 的 所 有 矢量 丛 的 性 质 , 都 可 直接 转 到 全 纯 矢 量 丛 的 范畴 。 我 们 可 以 定义 全 
纯 矢 量 从 的 对 个 从 , 直 积 , 张 量 积 和 其 它 积 从 为 全 纯 的 ; 同样 , 我 们 观察 到 , 在 复 流 形 的 全 纯 
映射 f : M 一 N 下 , 全 纯 矢 量 从 轧 的 拖 回 从 fr 有 一 个 自然 的 全 纯 结构 。 M 上 全 纯 矢 量 
从 五 ,已 的 全 纯 映 射 是 全 纯 映 射 了 了: 忆 一 ,满足 了 :EB, 一 忆 是 线性 的 ; 全 纯 矢量 丛 瑟 的 
全 纯 子 从 是 子 从 五 CB, 其 中 , FF 是 马 的 复 子 流 形 , 并 且 商 从 也 是 全 纯 的 。U C M 上 全 纯 
从 万 的 截面 o 称 为 全 纯 的 , 如 果 o :UV 一 万 是 全 纯 映射 , 标 架 o(o1,:…,ox) 称 为 全 纯 的 , 如 
果 每 个 o; 是 全 纯 的 ; 并 且 , 用 全 纯 标 架 {0;} 的 方式 , 任意 截面 


o(7) = > f(x) aa(7) 


是 全 纯 的 , 当 且 仪 当 函 数 f; 是 全 纯 的 。 
C% 和 全 纯 矢 量 从 之 间 的 一 个 重要 差别 是 : 在 矢量 从 的 截面 空间 上 没有 自然 的 外 微分 
d 的 定义 , 而 在 全 纯 矢 量 丛 已 上 , 从 巨 值 (p,9) 形式 到 已 值 (2D,dg+DH) 形式 的 9 算 子 


6: 4pa( —» AP+1(E) 


有 明确 的 定义 : 我 们 取 UU 上 的 任意 局 域 全 纯 标 架 为 {e1,…,ex}, 把 ce A?%( 忆 ) 写作 


0 一 >》w@ei w E 429(D)， 
并 且 设 
O00 = Ye Ow; ® ei 
如 果 {el,.….e@} 是 世上 互 的 任意 其 它 全 纯 标 架 , 且 


/ 
CE 一 > Qij€j) 


Wi eh WO 6 


Oo 一 > O(gijwi) Oo ey 一 >， Qij Ow; O ey 一 > Ow; ® Ci 
所 以 9c 不 依赖 于 标 架 。 
例子 
设 M 是 复 流 形 , 再 设 区 (MM) 是 z 处 M 的 复 切 空间 (P.16)。 对 x E UV C M 和 一 个 坐标 
卡 or :U 一 C", 对 每 个 ze U, 我 们 得 到 映射 


~ 0 O Fo 2n 
pu, : Ta(M) = Tp) (UV) c{ 吉 | 
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因此 得 到 映射 
OU : (J T(M)—U Xx CA 
reEU 


它 赋 予 T(M) = UncxT (CA 复 矢量 从 的 结构 , 称 为 复 切 从 。T(M) 的 转换 函数 为 
各 = LR(Pupr) 


现在 , 对 每 个 ze M， 
TM)= TM)®T(M), 


其 中 ，TLCM) 和 TY(M) 见 第 14(17) 页 。 子 空间 {TI(M) C TD(M)} 形成 子 从 TI(M) C 


I 


T(M), 称 为 全 纯 切 从 。 T'(M) 的 转换 函数 为 
juv = Zc(pupvy), 


并 且 因 此 T'(M) 自然 有 全 纯 矢 量 丛 结构 。 

类 似 地 , 我 们 定义 : 

T*(M) = T(M)*: 复 余 切 从 ， 

TwW(M),TYW(M): 全 纯 和 反 全 纯 余 切 从 ， 

T*(PD(M) = APT™(M) ® NT™(M), 
全 纯 和 复 化 切 从 和 余 切 从 的 张 量 积 , 对 称 积 和 外 积 称 为 张 量 从 。 

如 果 VC M 是 复 子 流 形 , 那么 我 们 把 M 中 V 的 法 从 Nyjw 定义 为 限制 在 了 上 的 M 
的 切 从 与 子 从 


Ls CA)ly 
的 商 从 。 M 中 VV 的 余 法 从 NYwv 是 法 从 的 对 侦 。 


度量 , 联络 和 曲率 


设 巨 一 M 是 复 和 拓 量 从 。 马 上 的 尼 米 度量 是 忆 的 每 根 纤维 及 上 的 厄 米内 积 , 并 随 着 
Z € M 光滑 地 变化 一 一 即 , 使 得 如 果 5 = {61,…, Cx} 是 互 的 一 个 标 架 , 那么 函数 


hi; = (G(Z) GZ)) 


是 Cee 的 。 的 一 个 标 架 《 称 为 么 正 的 , 如 果 (xz)…,G(z) 对 每 个 过 都 是 及 的 正 交 基 ; 
么 正 标 架 总 在 局 域 上 存在 , 这 是 因为 我 们 可 以 取 任 意 标 架 , 然后 把 它 Gram-Schmidt 化 。 
如 果 巨 是 有 厄 米 度量 的 从 ，F C 是 子 从 , 那么 , 子 空间 {FC 以 } 形成 及 的 一 个 
子 从 , 它 C™ 同 构 于 商 从 BE/F。 
有 厄 米 度量 的 全 纯 矢 量 丛 称 为 厄 米 矢量 丛 。 


定义 复 矢量 从 万 一 M 上 的 联络 是 一 个 映射 


万 : (EB) 一 (DE), 
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对 所 有 截面 C € .20 (BE)(D)， fe C%, 它 满足 


D(f :6)=d ®t+f:. DO), 


联络 本 质 上 是 把 截面 进行 微分 的 一 种 方法 : 对 < € oY0(B)(U), DE 与 切 矢 量 we T,(M) 
的 约 缩 可 以 看 作 在 方向 vw 上 & 的 微分 。 然 而 , 它 只 是 微分 的 一 阶 近似 , 因为 混合 偏 微分 一 
般 将 不 相等 。 

设 e=el ,er 是 避 上 五 的 标 架 。 给 定 瓦 上 的 联络 万 , 我 们 可 以 把 De; 分 解 到 它 的 
LN 


分 量 , 写作 
De; 一 >》 05ej。 
1 形式 矩阵 9 = (0 ) 称 为 D 关于 。 的 联络 矩阵 。e 和 9 的 信息 确定 了 D: 对 一 个 一 般 的 截 
面 o E .20( II(D), 写作 
0 二 >， OiCi), 


那么 , 我 们 得 到 
Do = > doi:eit > oa De 
bp CC 十 并 ou €jo 


在 点 zo EU 处 的 联络 矩阵 依赖 于 zo 令 域 中 标 架 的 选择 : 如 果 e' = ei,…,es 是 另 一 个 
标 架 , 满足 


eg(2] = >》 9ij(z)ej(2， 


De = > ,dgij 6 十 >》 ginOkj 6 


bo=dg:g +g:0.g! (g= (gi))。 
在 矢量 从 已 上 一 般 “ 没 有 ”自然 的 联络 。 但 是 , 如 果 M 是 复 的 ,BB 是 厄 米 的 , 我 们 可 以 
提出 两 个 要 求 , 以 选择 到 标准 的 联络 。 
1. 利用 分 解 7* = 7T*@T™W, 我 们 可 以 写 出 D= 刀 十 有 其 中 , D’: 人 0(B) 一 (ED) 
和 D”: 40( 忆 ) 一 401( 忆 )。 现 在 , 我 们 可 以 说 , 如 果 D” = 9, 那么 , 瓦 上 的 联络 万 与 复 结 
构 相 容 。 
2. 如 果 巴 是 厄 米 的 , 那么 , 如 果 


d(é,7) = (Dé,n) + (€, Dn), 
万 称 为 与 度量 相 容 。 
引 理 : 如 果 马 是 厄 米 矢量 从 , 那么 忆 上 只 有 一 个 联络 , 既 相 容 于 度量 ,又 相 容 于 复 结构 。 
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证 明 : 设 e = ej, ,en 是 已 的 全 纯 标 架 , 并 且 设 hi = (ei,ej)。 如 果 这 样 的 DD 存在 , 在 e 下 
它 的 矩阵 0 必须 是 (1,0) 型 的 , 并 且 因 此 


dhi; 一 df(ei， ej) 
>， Oir hj 十 >， Ojphir 
k k 


(1,0) 型 十 (0,1) 型 。 


将 型 进行 比较 , 我 们 得 到 
Ohiy = Dinh 即 Oh=0h, 
Bh = 站 Ji 即 Gh nd, 
并 且 我 们 得 到 9 = 》 6h.h-! 是 两 个 方程 的 唯一 解 。 因 为 9 被 相 容 条 件 所 确定 , 所 以 0 在 
整体 上 有 明确 的 定义 。 证 毕 
马上 相 容 于 复 结构 和 度量 结构 的 唯一 联络 称 为 伴随 联络 或 度量 联络 。 就 象 在 证 明 中 
提 到 的 , 在 全 纯 标 架 中 它 的 矩阵 是 (1,0) 型 的 ; 男 一 方面 , 如 果 e1,… ,en 是 乏 正 标 架 , 那么 
0 = d(ei, ej;) = 0i; + Oj, 
所 以 , 在 乏 正 标 架 中 , 它 是 矩阵 是 反 厄 米 的 。 
厄 米 矢量 从 的 度量 联络 对 从 运算 有 好 的 性 质 , 正如 在 下 面 两 个 引 理 中 一 样 。 
引 理 : 设 轧 一 M 是 厄 米 矢量 从 ， 已 C 妃 是 全 纯 子 从 。 那 么 ， 已 本身 是 度量 联络 为 Dp 的 
厄 米 从 。 另 一 方面 ， 妃 的 度量 联络 Dp 和 度量 诱导 的 直 和 分 解 媚 = 下 田 FL+ 在 已 中 给 出 度 
量 TrDP, 并 且 


DF 一 TXFO DE, 
其 中 ,， Ap 是 到 已 上 的 投影 。 
证 明 : 如 果 C 是 五 的 截面 , 那么 (rre Dp)"(C) = rpr(DYC) = mr(60) = 50, 使 得 rro Dg 
与 复 结构 相 容 。 如 果 ,5 是 下 的 截面 , 那么 ， 
ad(é, 0") (Dpgé, C0") 十 (G， DgC’") 
(Xp 9 Dpl, C0") 十 (6, NFO DgC’), 
使 得 rr o Ds 与 度量 相 容 。 证 毕 


类 似 地 , 如 果 ,2' 是 厄 米 矢量 从 , 那么 在 互 @ B' 上 有 一 个 自然 度量 , 对 和 ,6 <E 
i, 入 ,60' E EB', 它 由 下 式 给 出 : 


(BN,E86) = (N06.(X,6), 
设 Dp, Dp', Dggpg' 分 别 表 示 ,BP', B®@ B' 的 度量 联络 , 并 且 设 和 gp@1 是 刀 @B' 上 的 联络 ， 


[中 
[ 


(Dg ® 1)(C 8E) = DLE 
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给 出 ; 类 似 定义 1 @ Drw。 那 么 我 们 得 到 
引 理 : 
oe Me ee es 辣 方 5 


证 明 : 显然 ， (Dp @1 二 18 Dg')” = 0; 因此, 我 们 只 需 验 证 与 度量 结构 的 相 容 性 。 设 4,& 是 
五 的 截面 ,6 和 是 B' 的 截面 。 那 么 ， 


d(C BCEBE) = (C0,€)((Dgd,é€) + (C6, Dpé)) + (6,E) (DE, €) + (0, Dt’)) 
= ((Ds®1+1®Dp)(C 8O),E YE) 
+(C®C, (DpB1+1®Dp)(E BE)), 


证 毕 


最 后 , 注意 , 全 纯 从 马上 的 厄 米 度量 诱导 了 B* 上 的 度量 一 一 如 果 e 是 互 的 么 正 标 架 ， 


e* 是 BE* 的 对 偶 标 架 , 设 


(ei,€7) = 0i7 


一 一 并 且 EB* 上 的 度量 联络 D* 可 以 通 


沁 


dl(o, 7) = (Do,7) + (o, DT) 


来 定义 , 其 中 , o € zy?0(B)(,T e 90(*)(U)。 
现在 , 回 到 一 般 性 讨论 , 在 复 矢量 从 互 ” M 上 给 定 一 个 联络 万 , 我 们 可 以 通过 对 
WE zf,EE 010( 思 )(U) 附加 Leibniz 法 则 


DYAE) = dV YEt (1 WA DE 
万 : cpP( 万 ) 一 ?T(E), 
特别 是 , 我 们 可 以 讨论 算 子 
DD’ : of (EE) 一 of (EF) 
关于 D2? 的 第 一 个 结果 是 , 它 在 gf? 上 是 线性 的 , 即 , 对 五 的 截面 vc 和 一 个 Css 函数 了 ， 


D’*(f.o) = D(d ®o+f .Do) 
= —dfADo+dfADo+f:.D’o 
= f.D2o。 


因此 , 映射 D? : oY0(B) -oz2() 由 从 映射 已 A27* @ 已 所 诱导 , 或 者 换 句 话说 ，D? 对 
应 于 从 


AT”* ® Hom(E,E)= AAT*® (EF ®E) 
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的 整体 截面 86。 如 果 e 是 五 的 标 架 , 那么 ,用 瑟 @ 互 的 标 架 {e} @ ej} 的 方式 , 我 们 可 以 用 
2 形式 和 矩阵 9。 来 表示 9 e A2(E* @ 五 ) 一 一 即 , 我 们 可 以 得 到 


Daei = 》 Oi®e; 
9。 称 为 标 架 e 下 DD 的 曲率 珑 阵 。 如 果 {e' = gije;} 是 另外 一 个 标 架 , 那么 ， 
De; = D’ (D9we;) 
= >》 95Biek 


二 pa gijOjn9k El, 


Ou =9:96。.9 。 
曲率 矩阵 容易 用 联络 矩阵 的 方式 来 表达 : 由 定义 
pre = D(> ee 
= 》、 (ao — SO 人 bu @ei 


从 而 , 用 和 矩阵 记号 ， 


QQ。 = d0。 — Oe A eo 


这 称 为 Cartan 结构 方程 。 

在 全 纯情 况 下 , 我 们 可 以 更 多 地 讨论 98。 如 果 马 一 M 是 厄 米 的 ， 马 上 的 联络 与 
复 结构 相 容 , 那么 ，D” = 9 意味 着 D”?” = 0, 并 且 因此 6%%? = 0。 还 有 , 如 果 D 与 度量 相 
容 , 那么 , 在 夭 正 标 架 e 下 , 联络 矩阵 90。 是 反 厄 米 的 , 并 且 因 此 6 = -0Ab 因此 得 到 
e820 二 一:O%2 = 0。 因 为 9 的 型 显然 在 标 架 变 化 下 不 变 , 所 以 我 们 得 到 , 厄 米 处 上 度量 联络 
的 曲率 矩阵 是 (1,1) 形式 的 厄 米 矩阵 。 

在 结束 本 节 之 前 , 我 们 计算 两 个 特殊 情形 下 厄 米 从 的 度量 联络 和 曲率 矩阵。 

首先 回想 一 下 , 对 厄 米 从 马 及 其 度量 联络 D，B* 上 的 度量 联络 D* 对 所 有 ce 
0(B)(D0),T E oo)(D)， 满足 


d(o, 7) = (Do,7) + (o, D*7)。 


特别 是 , 如 果 e 是 忆 的 标 架 ，e* 是 B* 中 的 对 侦 标 架 ,，9 和 0* 是 相应 的 联络 矩阵 , 那么 , 我 
们 得 到 


0 一 d(ei, 人) a 0i; i 0O* 


ji 


使 得 0 = 一 ‘0*。 
此 , 当 我 们 讨论 厄 米 流 形 的 全 纯 切 从 上 的 度量 联络 时 , 出 现 了 一 个 特殊 情形 : 我 们 可 
以 把 全 纯 余 切 从 上 的 对 侦 联络 D* 与 通常 的 外 微分 进行 比较 。 因 此 ， 
D*: A10 = 410 四 41 a (A™ 四 410) 个 ( 4310 四 AM!) 
a : 410 -23 420 个 (A 四 401)。 


EET 
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因为 D* 与 复 结 构 相 容 , 所 以 有 D” = 9; 即 , 两 个 算 子 在 因子 A @ 401 中 一 致 。 就 象 即 
将 看 到 的 那样 , 这 为 我 们 计算 D 的 联络 矩阵 提供 了 有 效 的 方法 。 设 ds? = > hijdzi ®@ dzj = 
Dj wi Bi 为 M 上 的 厄 米 度量 。 

引 理 : 存在 一 个 唯一 的 1 形式 矩阵 w;, 使 得 小 十 地 二 0, 并且 


(*) dpi = Dp 人 pj 十 Ti 
了 


其 中 大 是 (2,0) 型 的 。 
证 明 : 对 vy 的 型 式 分 解 写 出 = Ww 十 WW。 那 么 ， 
Bpi = 》_ VA 入 pi 


确定 了 WW, 并且 销 二 沙 ==0 沪 少 = 一 WW。 (显然 , 如 果 我 们 写 出 w = aiydzj, 其 中 
a'a 二 hh, 那么 我 们 得 到 ， 


Op; = > Oaip A dz 
k 


>， Oaix. 人 * (pj) 


jk 


所 以 w= Oaa-!。 ) 证 逆 
设 v == 01,… ,vn 是 对 偶 于 标 染 pi,… ,pw 的 切 从 TI(M) 的 标 架 ; 设 9 是 标 架 vv 下 DD 的 
联络 和 矩阵，0* 是 标 架 pl ,en 下 D* 的 联络 和 矩阵。 那么 ， 


D*” a 0 一 DO/ 2 Wh 
> = 


这 是 因为 0 十 {0 = 二 0 和 二 {y= 0。 因 此 我 们 得 到 


总 之 , 利用 基本 结构 方程 (*), 我 们 可 以 通过 得 到 乏 正 余 标 染 的 外 微分 dy; 来 确定 全 纯 
切 从 T'(M) 中 的 联络 矩阵 0 = 一 地 。 秋 量 7 = (71,… ,Th) 称 为 挠 率 ; 如 果 它 的 挠 率 等 于 零 ， 
那么 度量 称 为 Kajpler 的 。 后 面 我 们 将 给 出 Kahler 条 件 的 其 它 定义 。 


例子 
设 M 是 局 域 坐标 为 :的 Riemann 曲面 ，M 上 的 度量 由 


ds =hdz®@dz2=o8P 


给 出 ， 其 中 Pp 二 hdz。 那么 ， < 
dp = Oh Adz = A 
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所 以 ww” = 901logh 和 = (0 一 晶 logh; 由 结构 方程 , 切 从 上 的 度量 联络 的 矩阵 为 
0 = wy’=(0-0)logh 

O O 

5]o87 dz 一 二 108/ dz。 


现在 0A0= 0, 所 以 由 Cartan 结构 方程 得 到 


O 
一 尘 logh Z 
9 一 ad0 (5 Og ) A 
O? 0? 
二 ; (B+ 5 Br) oan dz 和 qz 


-3Alogh. dz Adz. 


把 曲率 “矩阵 ”9 与 伴随 (1,1) 形式 8 = (V-1/2)p 和 5 = (V1/2)h?2dz 人 qz 比较 , 我 们 得 到 
VvV-10=—K.g, 


其 中 ,，K = (一 人 logh)/hr? 是 通常 的 Guass 曲率 。 

我 们 的 第 三 个 计算 包括 厄 米 从 的 子 从 和 商 从 的 曲率 算 子 。 昌 然 我 们 不 能 做 完全 的 计 
算 , 但 是 可 得 到 C% 和 全 纯情 形 下 一 个 根本 的 不 同 : 出 现在 厄 米 从 曲率 中 的 正 负 号 。 

设 马 一 M 是 厄 米 从 ，S C 电 是 全 纯 子 从 ，Q = B/S 是 商 从 。 就 象 先前 提 到 的 那样 ， 
作为 Ce 矢量 从 ，Q 同 构 于 马 中 5 的 正 交 补 5 , 并 且 因 此 5S 和 Q 都 从 台中 继承 了 厄 米 结 
构 ; 设 Dp, Ds, Do 表示 相应 的 度量 联络 。 由 第 32(37) 页 的 引 理 ，Ds 等 于 算 子 


DE|gos) ， .20(5) (EE) 
与 投影 .x1(B) 一 1(5) 的 复合 ; 因此 , 算 子 
A= DE|gos) Ds 


把 0(5) 映射 到 cy1(8)。A4 称 为 巨 中 5 的 第 二 基本 形式 ; 显然 , 它 是 (1,0) 型 的 并 且 在 
Ce 函数 上 是 线性 的 , 即 ， 


Ae .wy (Hom(S, Q))。 


为 了 计算 曲率 , 我 们 选择 五 是 么 正 标 架 e1,… ,ei, 使 得 e1,…,es 是 5 的 标 架 。 利 用 这 
个 标 架 和 我 们 的 引 理 ，E 的 联络 矩阵 是 


0, tA 
( A bo , | 
其 中 ,0s,0o 是 5S 和 Q 各 自 的 联络 矩阵 。 那 么 ， 
Bs = 0 


Ey dg0s— 0sA0s—:AAA * 
* doo — 0 A00— AA!A 
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Os = Opls + AA4, 
Oo Oglo+ A 人 ‘4,。 


现在 , 我 们 称 曲率 算 子 


QO e A*(Hom(E, E)) 
在 x € M 是 正定 的 , 如 果 对 入 关 0€ i, 多重 矢量 


(X, ON) € A2T*(M) 


是 正定 (1,1) 型 的 , 或 者 等 价 地 , 如 果 对 任意 全 纯 切 从 we TV(MM), 厄 米 矩 阵 


—V-1(O(z);v,0) € Hom(E,, E,) 


是 正定 的 。 如 果 6 是 处 处 正定 的 , 我 们 写作 © > 0, 如 果 是 半 正 定 的 ，© > 0, 如 宋 


OA’>0,0>09., 
设 A 是 上 述 子 从 5S CE 的 第 二 基本 形式 , 并 且 写 作 


A= >， QXjdza ® eB €)) 


1<j<s 
下 六 六 过 加 
所 以 ， 
‘A= > ddz 8 el®e; 
和 
A 信人 :A= > 0 Mdz6 ® ei ® ej。 
因此 , 如 果 我 们 设 A* = (a®), 那么 ， 


.0 80 时 
(4n a 站) = Dadae 8e) = AA >0, 


CT 
省 
殖 
下 


等 号 成 立 当 且 仅 当 4 = 0。 曲率 在 全 纯 子 从 中 减 小 且 在 全 纯 商 从 中 增加 , 这 个 原理 与 实情 


形 大 不 相同 。 


例如 , 如 果 M C C" 是 复 子 流 形 , 度量 从 C?" 中 的 欧 氏 度量 诱导 而 得 到 , 我 们 得 到 ， 


T'(M) C T(M)IM > Ow < Qcn | = Qs 
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如 果 M 是 Riemann 曲面 , 那么 , 由 第 69(77) 页 的 计算 , 这 就 意味 着 它 的 Guass 曲率 KK < 0。 

来 自 这 个 计算 的 另 一 个 基本 结果 如 下 : 假设 瑟 一 M 是 全 纯 从 , 存在 整体 全 纯 截 
面 ci ,on ETUOWM ,五 ) 使 得 对 所 有 x e M，{foi(z) ,on(z)} 生成 B,。 那 么 , 对 所 有 
ZE M, 和 EC" 我 们 有 一 个 由 


(CA 一 》 Xici(z) € E, 


给 出 的 全 纯 从 满 射 
MxC”"— Eo0, 


因此 , 如 果 我 们 把 从 M x C" 上 的 欧 氏 度量 诱导 的 度量 赋予 , 那么， 


OQgp>0; 


即 , 有 有 限 多 生成 每 根 纤维 的 整体 截面 的 任意 全 纯 丛 有 非 负 曲率 的 度量 。 
在 矢量 从 曲率 的 正 负 号 和 整体 截面 的 存在 性 之 间 的 联系 在 复 流 形 理 论 中 是 根本 性 的 。 


6. 紧 致 复 流 形 上 的 调和 理论 


Hodge 定理 

本 节 讨 论 9 的 Hodge 定理 的 陈述 和 证 明 以 及 其 直接 推论 。 

AM 是 复 维 数 为 n 的 连通 紧 致 复 流 形 。 我 们 选择 一 个 乏 正 余 标 架 {9p1,… ,pn} 下 的 厄 
米 度 量 ds 和 伴随 (1,1) 形式 


i 
2 Dap 
了 


度量 ds? 在 所 有 张 量 丛 T*o9(M) 上 诱导 了 一 个 厄 米 度量 ; 把 基 {p71(z) 人 BJj(2)}#1-p#J=q 取 
为 正 交 的 并 且 长 度 为 pr 和 Bz? = 2?19 (回想 一 下 在 C" 上 ,|ldzil? = 2) 就 给 出 了 7222(M) 
中 的 内 积 。 设 Cu = (--1)”"-D2(Y-1/2)* 和 

De npP1IA A PnNGBINA 人 Gn 


是 M 上 伴随 于 度量 的 体积 形式 。 整 体内 积 
[二 二 二 上 人 (pz), Ma))B(2) 


把 空间 A?%(MM) 变 成 准 Hilbert 空间 。 我 们 提出 问题 : 给 定 一 个 0 闭 形式 WE€ 25"(jM), 在 
表示 的 所 有 Dolbeault 上 同调 类 [je H34(MM) 的 形式 {yy 十 Om} 中 ,我 们 可 以 找到 最 小 
范 数 的 那个 吗 ? 为 了 回答 它 , 我 们 暂时 自称 4? 是 完备 的 ，9 是 有 界 的 , 并 且 通 过 对 所 有 


7 E A?971(M) 要 求 


(Oy,n) = (%,07) 
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来 定义 伴随 算 子 
O* : 424(0M1) 一 A? 1(M), 
这 将 在 一 会 儿 后 证 明 是 正当 的 , 但 是 我 们 首先 证 明 
引 理 : 日 闭 形式 小 E 2289(M) 在 销 十 6441(M) 中 有 最 小 范 数 , 当 且 仅 当 人 = 0。 
证 明 : 如 果 0*w% = 0, 那么 , 对 9m = 0 的 任意 7 € 424-1(07)， 
w+on = (w+on,y+on) 
= wl + Onl + 2Re(y, On) 
| 
| 
| 


yl + lonll + 2Re(O"w, n) 
yl + lonll 


所 以 多 有 最 小 范 数 。 反 过 来 , 如 果 有 最 小 范 数 , 那么 对 任意 me 429 (AI)， 


人 
sl + 150)(0) = 0， 


Sly + tOn, vy +t0n) = 2Re(y, On) 
和 


Py +t0(in), +100n)) = 2Im(v, On)。 


所 以 , 对 所 有 的 ne AP4-1(M)， 
(OY,n) = (VY, 0n) = 0, 


并 且 因 此 0*w = 0。 


证 毕 


因此 , 至 少 在 形式 上 , Dolbeault 上 同调 群 85*(M) = 25%(M)/0A?4!1(M) 正好 用 两 个 


一 阶 方程 
Ov = 0, Ow =0 


的 解 来 表示 。 这 两 个 方程 可 以 用 一 个 二 阶 方程 


Agy = (00* + OVW=0 


来 代替 : 显然 ,0w = 0 = "过 Ay = 0, 反 过 来 ， 


(Agy,y) = (00°Y,Y) + (0%,Y) 
= Owl + lowll’, 
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所 以 Au =0 僵 8/ = Ow = 0。 算 子 


Agp5 :4240M) 一 A?(M) 


称 为 9-Laplace 算 子 , 或 者 简称 Laplace 算 子 (写作 A ), 只 要 不 会 混淆 。 满 足 Laplace 方程 


Au =0 


的 微分 形式 称 为 调和 形式 ，(p, gq) 型 调和 形式 的 空间 表示 为 .和 zs(A), 并 且 称 为 调和 空间 。 


上 面 形式 上 讨论 的 是 同 构 


0 Hr(M) S HEM); 


如 果 它 可 以 证 明 , 那么 对 每 个 上 同调 类 都 有 一 个 唯一 的 表示 , 这 当然 是 有 利 的 。 同 构 (*) 是 


Hodge 定理 的 一 部 分 , 它 的 证 明和 (x) 的 推论 是 本 节 的 内 容 。 


我 们 从 给 出 伴随 算 子 8* 的 具体 公式 从 而 证 明 它 的 存在 性 开始 。 首 先 定义 * 算 子 或 对 


偶 算 子 ， 
*: A (M) — A ?7(M), 


它 要 求 对 所 用 € A?”, 满足 
(WV(2),7(2)) BZ) = Vz) A “1(2)。 
这 是 一 个 代数 算 子 , 它 在 局 域 上 如 下 给 出 : 如 果 我 们 写 出 
n= NpIA By 
了 了 
那么 ， 


#1 = 2p+9 9 》 Erripro 人 Go 
1,J 


其 中 ， Lo = {1, Ve ,n} ss 了 ， EL,J 是 下 列 置换 的 符号 : 


(1 二 人 (Up 


计算 出 符号 则 得 到 
# #0 = (-1)?t. 
用 * 算 子 的 方式 , 伴随 算 子 为 


8 一 一 *Dxr。 


的 确 , 对 罗 es 429-1(00) 和 7 es 4z90), 我 们 得 到 


(六 让 而 全 | db Am 


= Cf varnt f am). 


we 
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因为 在 (n,n 一 1) 型 的 形式 上 = qd, 所 以 由 Stokes 定理 , 右边 的 第 二 项 为 


人 一 0。 


因此 , 对 所 有 水， 
(Ow,n) = -/ WW 人 人 *(*O *), 
M 


使 得 六 算 子 由 上 式 得 到 定义 。 注意, 天 二 0 地 ?二 0。 

现在 我 们 暂时 离 题 一 下 来 解释 Laplace 算 子 和 调和 这 两 个 术语 的 来 源 。 假 如 我 们 处 理 
有 紧 致 支 集 的 形式 , 上 述 定义 对 任意 复 流 形 都 成 立 。 有 理由 相信 , 欧 氏 度量 的 C" 将 为 正在 
讨论 的 问题 提供 一 个 好 的 局 域 近似 。 假 设 我 们 取 p = g = 0, 并 且 写 出 dz = da A.…Adzn。 
那么 ,对 f€ C>(C") 


A(f) = 0O*0f 


因为 


De -=3( 训 | 广 】 
OZj02; 2 Ox3 Ovy3 ? 
所 以 , 除了 一 个 常数 外 , 我 们 发 现 ，A( 有 ) 是 Cr 全 Rr 中 函数 上 的 通常 Laplace 算 子 。 稍 后 ， 
在 Kahler 流 形 的 讨论 中 , 这 个 计算 将 被 扩张 以 证 明 


O02f 
A(fdzr A dz7) 一 一 2 》 Bz.03, 
i 过 J 


| dzr 人 QZz1， 


它 解 释 了 C" 中 紧 致 文集 形式 的 术语 。 

回 到 我 们 的 紧 致 复 流 形 M, 我 们 的 目标 是 著名 的 
Hodge 定理 : 

1. dim ?3(M) < coi 
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2. 由 于 上 式 , 正 交 投影 
H :AM) oH (M) 


有 明确 的 定义 , 并 且 存 在 唯一 一 个 算 子 一 一 Green 算 子 ， 
G: A (M) 一 A?(M), 
其 中 , 在 A?4(M) 上 有 G(r?%(M)) = 0,5G = G6,O*G = GD6* 并 且 
(xx I= w+AG. 
在 形式 中 , 方程 (xx) 
Y= HW) +O0GY) + (OGY) 
称 为 形式 的 Hodge 分 解 , 这 是 因为 它 直 接 意 味 着 正 交 直 和 分 解 


A (M) = HK" (M) BOA HM) BO A (M). 


(**) 的 内 容 有 时 口头 表述 为 , 给 定 w, 方程 


Au =7 
有 一 个 解 妙 当 且 仅 当 .和 (7) = 0, 并 且 因 此 
y= G(n) 


是 满足 . 冯 (w) = 0 的 唯一 解 。 所 以 , 实际 上 我 们 要 做 的 是 在 紧 致 流 形 上 解 Laplace 方程 。 
想法 是 首先 在 弱 的 意义 中 解 这 个 方程 一 一 即 , 在 A?%(M) 的 Hilbert 完备 化 空间 和 ?7(MM) 
中 找到 一 个 , 使 得 对 所 有 的 po € A?(M)， 


(Ap) = (7, 9), 


接着 再 证 明 这 个 实际 上 是 CY 的 。 第 一 步 就 是 形式 上 的 Hilbert 空间 理论 , 第 二 
步 一 一 通常 称 为 正则 定理 一 一 人 至少 是 个 局 域 问 题 , 因为 p 可 以 写作 在 坐标 补丁 中 有 紧 致 文 
集 的 形式 的 和 。 


Hodge 定理 的 证 明 I: 局 域 理论 


这 里 给 出 的 Hodge 定理 的 证 明 利 用 了 Hilbert 空间 的 初等 方法 。 我 们 在 仿 射 子 空间 
落 十 094p4-I(0MD) C 424(0M) 中 寻找 最 小 范 数 的 元 素 。 显 然 , 这 样 的 元 素 可 以 直接 通过 正 交 
投影 , 在 准 Hilbert 空间 A?%(M) 的 完备 化 空间 ?4(M) 中 的 外 十 9094?%71(M) 的 闭 集 中 找 
到 。 那 么 , 问题 是 要 证 明 , 用 这 种 方法 找到 的 元 素 实 际 上 处 在 A?%(M) 中 。 我 们 通过 讨论 
环 面 上 的 函数 开始 。 它 将 提供 在 基本 估计 之 下 的 公式 的 一 个 模型 ; 还 有 , 通过 描述 出 环 面 
上 欧 氏 Laplace 算 子 的 性 质 , 我 们 将 获得 一 般 情 况 下 所 期 望 的 一 些 想法 。 
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设 人 是 实 环 面 ( 民 /(272Z))”, 坐标 为 x = (xz1,… ,zn)。 用 多 表述 形式 的 Fourier 级 数 


24 一 DD eeé7) 


EEZmn 


的 空间 。Sobolev s- 范 数 由 


ull? = 2_0 + él )’huel 


é 
给 出 , 并 且 我 们 用 
= {ue :lul, < o0} 


来 定义 Sobolev 空间 矿 ,。 它 们 是 Hilbert 空间 ; 我 们 显然 得 到 一 个 包含 序列 


CH CH CCHi CHoCHC:...CH,C.-.., 


并 且 我 们 设 
Hs 一 NH,, 万 _ = UH,。 
现在 , 设 Cs(T) 是 了 上 s 类 函数 。 函 数 p Ee Co(T) 有 一 个 Fourier 级 数 展开 》 eett 2)， 


3 9» 
: dzrz1 人 入 :人 dz 
= -ié,2) 1 («= = 1 = 
OZ)e 2 6 


我 们 得 到 Parseval 等 式 


op 
A 


Se ee 
. peBeett dr 
全 
Spear 
Te 
= >》 lpel’, 
é 
使 得 C?(T) 单 射 地 映 入 Fo, 其 中 lo 作为 C?(T) 上 的 世 范 数 。 利 用 部 分 求 和 和 Cauchy- 


Schwartz 不 等 式 , 可 证 明 这 个 极限 互 换 是 允许 的 。 
我 们 设 Di = (1/vV 一 1)(0/9x;), 并 且 采 用 标准 多 重 指标 记号 


CQ Ql CQ 二 
D Di De Q 一 (al , On) 


[al = a on, 
CE 


旺 

让 
站 
HK 
二 
S 


|.D°e:5- | vo p,V € Ce 人 DT 


基础 知识 : 紧 致 复 流 形 上 的 调和 理论 


77 


并 且 因 此 对 pe Cs(T) 和 [a]<s 有 


(Dp)e = / Dpe (ay 
= | were ena 
了 
一 €° pe, 


即 ， 
1D*el = >Ié°P lpel?. 
é 


因此 , 存在 一 个 包含 关系 
C*(T) CH,, 


并 且 从 


|e 


[lalgs [al<s 


我 们 得 到 , 在 Cs( 站) C 及 ,上 ，Sobolev 范 数 ‖ |。 等 价 于 


2 1 Del 


[lalgs 


描述 为 济 数 yp 的 到 范 数 及 其 到 s 阶 的 微分 。 的 确 ， 瓦 , 是 在 这 个 范 数 中 


Ce(T) 的 完备 化 。 

它 有 一 个 部 分 逆 结 果 , 即 重要 的 
Sobolev 引 理 : Hsrin/alt1 C Cs(T); Bp， 每 个 VE Hsrin/alt1 
级 数 , 并 且 这 个 级 数 一 致 收敛 到 


证 明 : 首先 , 考虑 s = 0 的 情形 ; 设 


上 


间作 区 | 


DR 一 >， ee 


lellsR 
是 连续 的 , 并 且 对 RR < 


Sa(z) — Sp(z)| < 2 lu 


éllzR 


是 函数 ECs(T) 的 Fourier 
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n 1/2 
ula | a 
1/2 
lezR (+ Nmar) / 


ee qa) | 


lléllzR 


< ullwalr | 


现在 , 在 及 "中 应 用 积分 检验 法 得 到 


1 12 1 
< 2 
2 (6 十 En 和 | 和 + 


《 


收敛, 由 它 得 到 Sn(z) 一 致 收敛 到 po e CO(T), 其 中 pe = we。 


见 在 , 我 们 在 s 上 进行 归纳 。 因 为 在 我 们 刚刚 得 到 的 以 及 单 变量 情况 之 外 , 对 一 般 n 


机 
的 证 明 只 包括 了 无 关 紧要 的 公式 , 所 以 我 们 只 对 n = 1 完成 讨论 即 可 。 
因此 , 我 们 假设 也 Cc Cs(T) 和 


2 一 > Ue 


é€Z 


满足 UE Hs, 即 ， 
> ee 法 
€ 


设 
J 一 ituee*”, 
£20 
那么 , v € 五 因此 由 归纳 假设 它 是 C*(T) 中 的 函数 。 收 敛 是 一 致 的 , 所 以 我 们 可 以 逐 项 
积分 得 到 : 


| v(t)dt = >， Uee dr 一 人 (Z) — uo, 
0 
€ 


所 以 wr) = vz) 和 VECsf(T)。 证 毕 
总 之 , 我 们 已 经 证 明 , Fourier 级 数 映射 C?(T) 一 多 导致 了 包含 关系 


CCT) CE Hs 
Hstmat: C C7), 
OTY Es 


一 个 有 用 的 注释 是 : Sobolev 引 理 的 证 明 给 出 了 一 个 估计 


sup ID*p(z)| < Coallylltnaltritlale 
XE 


Rellich 引 理 : 对 s > 7, 包含 关系 
五 , CH. 


基础 知识 : 紧 致 复 流 形 上 的 调和 理论 79 


是 紧 致 的 。 


证 明 : 给 定 一 个 甩 , 中 的 有 界 序列 {wx}, 我 们 希望 找到 五 . 中 的 一 个 收敛 子 序列 。 因 为 对 所 
有 大, 我 们 得 到 


2 +I he < > 0+ il < 
e 


对 固定 的 & 序列 {(1 十 2)"2wnre}x 是 有 界 的 , 从 而 有 一 个 Cauchy 序列 。 通 过 标准 对 角 
化 , 那么 , 我 们 可 以 找到 一 个 子 序列 {wi} 使 得 对 每 个 &， {1 十 上 |)"/2wre}s 是 Cauchy 序 
列 。 

现在 , 我 们 把 这 个 项 的 小 一 它 只 有 有 限 多 个 一 一 和 大 分开, 其 中 将 用 到 因子 
(十 62) 给 定 s > 0, 选择 及 和 m 使 得 对 1 之 mm 
4C 


& 
对 | > 及， 
人 2 
E 
> (L+Hél" he — vnel? < 5 
上 有 忌 
那么 ， 
lw 一 aa = > +) he — uel 
lléllgR 
(ey 2 
+ ele — un 
1 215 一 7 ? 
rae ttle 


a 
DD 


证 毕 
我 们 现在 希望 研究 环 面 了 上 的 Laplace 方程 。 本 质 上 , 我 们 将 证 明 这 种 情况 下 0 形 
式 (或 函数 ) 的 Hodge 定理 一 一 用 标准 的 欧 氏 度量 和 相对 于 外 微分 q。 
虽然 可 能 不 必要 , 但 我 们 还 是 要 注释 一 下 , 在 紧 致 Riemann 流 形 M 上 , 我 们 可 以 定义 
d 的 伴随 算 子 心 , 它们 形成 Laplace 算 子 Au = dd* + d*d, 正好 得 到 象 复 流 形 上 的 9 一 样 的 
公式 。 当 然 , Hodge 定理 也 成 立 , 它 的 证 明 与 我 们 将 给 出 的 复 情况 下 的 证 明 是 一 样 的 。 
对 ww EC%(Y), Laplace 算 子 是 


Aup = >》D3p 


2 
7 > 2 


2 


- 守 wellelPeka。 
é 


我 们 将 在 某 种 意义 上 讨论 方程 


(*) Aap 一 », 
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使 得 结论 可 以 延续 到 一 般 紧 致 流 形 。 函 数 p e (T) = Ho 称 为 (*) 的 弱 解 , 如 果 对 所 有 
7 E Cec(T) 有 

(Aan, ¥) 二 (1, W)。 
如 果 弱 解 还 是 C™ 函数, 那么 Laplace 算 子 是 自 伴 的 , 意思 是 对 所 有 7 E Cece(7)， 


(7, Aap) = (7 Y), 


并 且 因 此 在 通常 的 意义 上 Aup = 水 。 弱 解 容 易 用 Hilbert 空间 的 方法 找到 , 并 且 要 点 是 证 
明正 则 性 。 
我 们 首先 注意 到 齐 次 方程 


Aay 二 0 
的 弱 解 对 所 有 满足 


(Nel ep) Ds 
因此 弱 调和 空间 由 常数 函数 组 成 , 对 上 5 夭 0 由 we = 0 来 定义 。 
接着 , 我 们 观察 到 , 当 % e 12(T) = Ho 时 (x) 有 意义 。 它 有 一 个 弱 解 的 必要 条 件 是 
wo = 0, 即 ， 应当 与 调和 空间 正 交 。 
现在 , 假设 如 此 ， 


《天 0 
给 出 (*) 的 形式 Fourier 级 数 解 。 因 为 显然 E 2(T) 全 pe (7T), 所 以 它 是 弱 解 。 实 际 
上 我 们 可 以 得 到 更 多 : 
对 we LL2(T), 如 果 我 们 用 


1 . 
GUO) = 一 ， Tepe 
《天 0 


来 定义 Green 算 子 , 那么 ， 
G:H,— H,,» 


是 一 个 有 界线 性 算 子 。 如 果 少 垂直 于 调和 空间 , 那么 


p= G(Y) 


给 出 (*) 的 弱 解 。 由 Sobolev 引 理 , 如 果 水 e C”(T), 那么 pe C%(T) 并 且 o 是 通常 意义 
上 (*) 的 解 。 最 后 , 由 Rellich 引 理 ， 


G :1(T) — 2(7) 


是 一 个 紧 致 自 伴 算 子 。 在 (TT) 上 G 的 谱 分 解 就 是 Fourier 级 数 。 


基础 知识 : 紧 致 复 流 形 上 的 调和 理论 81 


在 这 样 的 时 刻 , 前 一 段 的 结果 不 仅仅 得 到 了 环 面 上 0 形式 的 Hodge 定理 。 关 键 是 : 
为 A 是 二 阶 的 , 所 以 算 子 


了 十 A) :万 .一 万 ， 


是 平庸 有 界 的 。 更 重要 的 是 , 等 式 


|(T + Aa)yplls_a = lplls 


允许 我 们 利用 闭 图 像 定理 来 求 了 + Au 的 道 。 这 个 逆 是 一 个 紧 致 光滑 算 子 , 并 且 包 含 Green 
函数 的 所 有 信息 。 在 一 般 紧 致 流 形 M 上 , 如 果 我 们 延续 Sobolev 空间 的 公式 , 并 且 通 过 运 
算 证 明基 本 估计 


1 十 Aaells > Cellells， 


那么 我 们 可 以 期 望 得 到 象 环 面 上 一 样 类 型 的 图 像 。 
我 们 用 有 关 分 布 的 一 些 注 释 来 结束 Fourier 级 数 的 讨论 , 分 布 定义 为 线性 函数 


入 :CT) 一 CC， 


对 某 些 k, 它 在 
AW < Ca sup ID plz)| 


[oj 和 
rET 


的 意义 上 是 连续 的 。 每 个 分 布 形成 一 个 形式 Fourier 级 数 和 ee*s”), 其 中 ， 


AC SY 


从 入 连续 性 的 定义 和 上 述 supyer 1D”y(z)| 的 估计 得 到 , 每 个 分 布 入 对 某 些 s 是 ,上 的 连 
续 线 性 函数 。 配 对 
(u,v) = 2 Ueve 
€ 


把 -与 有, 的 对 偶 等 价 , 使 得 AE 五 -,, 其 中 它 的 Fourier 级 数 如 上 给 出 。 如 果 我 们 用 
多 (T) 来 表述 分 布 的 空间 , 那么 我 们 得 到 


分 布 的 微分 定义 为 
DAO) = AD)。 
DeA 的 Fourier 系数 是 (D* 和 )s = 6eXe。 用 这 个 定义 , 通过 取 一 个 连续 函数 的 有 限 次 微分 得 
到 分 布 。 
最 后 一 个 有 用 的 术语 是 : 如 果 入 e Ho C 有 H_w, 那么 分 布 入 称 为 在 L? 中 。 那 么 , 我 们 
可 以 如 下 描述 Sobolev 空间 : 
甩 ; 由 所 有 分 布 和 组成, 使 得 对 [a] < s, 分布 微分 Da 和 在 了 2 中 。 
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一 个 有 意义 的 分 布 的 例子 是 6 函数 , 它 的 定义 为 


它 的 系数 Fourier 级 数 为 


0 = > ei(é7), 
€ 


我 们 在 Hodge 定理 的 证 明 中 不 使 用 分 布 , 但 是 将 在 第 三 章 第 一 节 更 广泛 地 讨论 。 顺 便 
注意 , 如 果 对 任意 调和 的 了 有 W%(7) = 0, 那么 方程 (其 中 的 是 一 个 分 布 ) 


Aap = 


是 可 解 的 。 如 果 对 任意 s 一 一 不 管 正 负 一 一 用 es Hs, 那么 p E 12。 特别 是 , 正则 性 对 
分 布 解 以 及 弱 Hilbert 空间 解 成 立 。 为 了 利用 Hilbert 空间 上 紧 致 目 伴 算 子 的 标准 理论 , 我 
们 将 采用 后 面 的 规定 。 


Hodge 定理 的 证 明 : 整体 理论 
在 环 面 上 , Sobolev s 范 数 由 加 权 Fourier 级 数 范 数 或 由 2 范 数 


Q |2 
5 /Prepur 


[al<s 

给 出 。 后 者 可 以 推广 到 流 形 上 的 矢量 丛 , 使 得 Sobolev 引 理 和 Rellich 引 理 仍然 都 成 立 。 我 
们 现在 阐明 怎样 完成 它 。 

首先 , 假设 VU CV Cc RR" 是 RR" 中 的 开 集 , 并 且 每 个 相对 于 后 一 个 是 紧 致 的 。U 上 有 紧 

致 支 集 的 函数 可 以 被 看 作 环 面 了 上 的 函数 。 假 设 v(7),…,vn(z) 是 M 中 的 C% 矢量 场 ， 

并 且 处 处 线性 独立 ，p(z) 是 了 上 的 正定 函数 。 对 po Ee C%(U), Sobolev 0 和 1 范 数 分 别 等 价 


plzjle(mdx 上 rate + ne je 


更 一 般 地 , 注意 , 交换 子 


(vi, Vj]p = vi(vjp) — vi(vip) 
是 阶 为 1 的 算 子 , 其 中 阶 为 s 的 算 子 至 多 包括 s 次 微分 , 一 般 记 为 4sp。 表 达 式 


A 


不 依赖 于 模 阶 < [oa] 的 算 子 的 顺序 。 因 此 yp se CY(U) 的 Sobolev s 范 数 等 价 于 


3 / De 


[lalgs 
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现在 设 户 一 M 是 紧 致 流 形 M 上 的 矢量 丛 。 假 设 我 们 在 已 中 和 在 M 的 切 丛 了 (CVD) 
中 有 联络 V。( 用 V 表示 联络 算 子 比 在 第 零 张 第 五 节 用 D 表示 更 方便 。) 如 果 {ea} 是 
马 的 局 域 标 架 ，{vi} 是 T(M) 的 局 域 标 架 , 且 {yi;} 为 它 的 余 标 架 , 那么 ,五 一 M 的 截面 
a PE 


Vf = 2 foiea ® pie 


我 们 得 到 ， 
jase 
其 中 ，A? 是 包括 联络 矩阵 的 阶 为 0 的 算 子 。 
把 这 些 讨论 应 用 到 忆 @7T*(MM), 我 们 可 以 定义 foi; = Yj(Vifa) 等 等 。 交 换 规则 


[VY;, Vj]fa A'(f) 


从 上 面 foi; 的 表达 式 得 到 。 
现在 设 马 和 T(M) 有 度量 , 并 且 {fes} {vi} 是 正 交 标 架 。 截 面  s Ce (WW, 万 ) 的 整 
体 Sobolev s 范 数 定义 为 


FR = > lV"fllidz, 


k<s 
其 中 ， 
VvV*f= V(V( (VA):…)) 
次 
用 . 育 (M,B) 表示 在 这 个 范 数 中 C%(M, 万 ) 的 完备 化 。 因 为 , 由 我 们 在 本 节 开头 的 评论 , 由 
单位 分 解 , 整体 Sobolev 范 数 诱导 了 一 个 范 数 , 这 个 范 数 等 价 于 一 点 邻 域 中 有 紧 致 文集 的 截 
面 上 的 通常 Sobolev 范 数 , 我 们 可 以 得 到 
整体 Sobolev 引 理 :6,414s(M, 避 ) C Cs(M 万 ), 它 是 M 上 可 微 类 的 截面 , 并 且 


门 玖 CU E) = C™(M, E). 


整体 Rellich 引 理 : 对 s > 7, 包含 映射 
HM, EP) — HM, DB) 
是 一 个 紧 致 算 子 。 
现在 , 设 M 是 紧 致 厄 米 流 形 , 在 切 从 上 有 万 米 联络 。 用 .和 2p9(M) 表示 Sobolev s 范 数 
| 中 == lo 中 420) 的 完备 化 , 并 且 把 Dirichlet 内 积 和 Dirichlet 范 数 分 别 定 义 为 
9(p) = (OoW)+(0p,50%) + (0p, OY) 
(9, (T+ A)Y) 
2(p) = Dly,p)= | +lopl + lO 
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理论 中 的 基本 估计 来 自 
Garding 的 不 等 式 : 对 wp € A?(MM)， 


lvli < C2(¢) (C> 0)。 


我 们 注意 到 , 不 只 是 Laplace 算 子 入, 而 是 算 子 了 + 和 A 被 采用 , 这 是 因为 A > 0 意味 着 
7 十 入 没 有 核 , 并 且 因 此 我 们 可 以 求 它 的 道 。 
Garding 不 等 式 的 一 个 用 处 是 证 明 


正则 性 引 理 I: 假设 o € .和 ?4(1M), 并 且 对 所 有 ne A?"(JM), 在 
(V, An) = (9,7) 


的 意义 上 , 小 € 360"A(JM) 是 方程 
AU = % 
的 弱 解 。 那 么 沙 E YY(M)。 
例如 , 假设 po e .60"(M) 是 Laplace 算 子 的 本 征 函 数 , 意思 就 是 , 对 常数 入 , 方程 


Ap = Ap 


在 弱 的 意义 上 成 立 。 那 么 , 由 正则 性 引 理 , 对 所 有 s 有 ww € .入 90), 并 且 由 整体 Sobolev 
引 理 , 我 们 得 到 , 任意 A 的 本 征 函 数 是 光滑 的 。 

我 们 注意 到 , 任意 本 征 值 入 > 0, 并 且 入 = 0 今 2 在 弱 的 意义 上 是 调和 的 。 由 正则 性 和 
Sobolev 引 理 , 任意 这 样 的 弱 调 和 形式 在 通常 的 意义 上 是 C% 和 调和 的 。 

我 们 将 假定 Garding 不 等 式 和 正则 性 引 理 成 立 , 继续 来 完成 Hodge 定理 的 证 明 。 在 这 
些 做 完 后 , 我 们 回头 来 证 明 Garding 不 等 式 。 当 我 们 讨论 一 般 分 布 的 光滑 性 时 再 证 明正 则 
性 引 理 。 和 希望 得 到 完整 讨论 的 读者 可 以 在 第 三 章 第 一 节 中 的 “光滑 性 和 正则 性 ? 子 节 的 结尾 
找到 证 明 。 

基本 的 Hilbert 空间 的 工具 是 紧 致 自 伴 算 子 的 谱 定 理 , 以 及 通过 与 一 个 固定 矢量 取 内 
积 而 表示 有 界线 性 函数 的 原理 , 形式 如 下 : 


引 理 : 给 定 9p E "(JM), 存在 一 个 唯一 的 力 E "(1M), 使 得 对 所 有 的 mE AP4(M), 有 


| 


(9,7) = DZ(Y,7) = (V, (T+ A)N. 


从 rr(M) 到 ?A(M) 的 映射 


是 有 界 的 , 并 且 从 而 映射 


是 紧 致 和 自 伴 的 。 


基础 知识 : 紧 致 复 流 形 上 的 调和 理论 85 


证 明 : 从 Garding 不 等 式 得 到 , Dirichlet 范 数 等 价 于 0?%*(M) 上 的 Sobolev 1 范 数 。 利 用 
上 2 ,9 第 ellolzllo < lpllog0m), 


线性 泛 函 
1 一 人 (27 人) TEA47A4)) 
扩张 到 有 Dirichlet 范 数 的 . 知 2” 上 的 有 界线 性 形式 。 因 此 , 方程 


(2;,T) = 乡 0 IT) 


有 唯一 解 = T(w), 其 特征 为 
(p,m)= (Tp, (T+A)N) (We AM)). 
因为 和信 是 自 伴 的 , 所 以 T 了 是 自 伴 的 。 从 


1 
2a8 < sa2 十 有 


和 
ITela < C2(Ty,TYy) 
= CTOD) 
< ClwllollTyllo 
oe 
< 2eCl7e 必 + 二 lol， 
我 们 推导 出 


IZel scC lello。 


这 就 是 说 , 作为 从 7?”*(M) 到 .22%(M) 的 一 个 映射 , T 是 有 界 的 , 并 且 由 整体 Rilich 引 
理 , 作为 5pe(M7) 上 的 算 子 它 是 紧 致 的 。 证 毕 


按照 紧 致 自 伴 算 子 的 谱 定理 , 有 一 个 Hilbert 空间 分 解 


5 0M) = OD Blpm), 


其 中 pj 是 全 的 本 征 值 并 且 五 (om) 是 有 限 维 本 征 空间 。 因 为 人 是 一 对 一 的 , 所 以 所 有 的 
pm 关 0; 还 有 , 方程 


Ty = pmp 
与 
(8,7) = (pmp, (T+ A)n) (ne€ A (M)), 
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是 一 样 的 , 它 意味 着 在 弱 的 意义 上 ， 


因此 , TT 和 人 的 本 征 空间 是 一 样 的 , 并 且 是 由 Cs 形式 组 成 的 有 限 维 矢量 空间 。 A 的 本 征 
值 xn 和 7 的 本 征 值 pj, 有 下 列 关系 : 


二 1— pm 
pm 
加 1 
PR 
我 们 可 以 假设 
0=AM0<A<-., 


其 中 当 mm 一 co 时 ，X 1T 00;pm | co。 调 和 空间 和?%(M) 对 应 于 Xo = 0。 对 pe 
ra(M), 
|Avllo > A 和 lvllo (1 > 0)， 
并 且 如 果 我 们 把 Green 算 子 定义 为 
| G=0 在 ?4(M) 上 
Gp= 忒 2 
PT Wi PE (过 二 )， 


那么 ，G 是 紧 致 自 伴 算 子 , 并 且 有 谱 分 解 
HHI" (M) = HM)D (@® Ben) | 


一 、 ) 


pm 
一 FE oo 
GY (i 和 S-)? PE 五 (pm 


至 此 , 我 们 已 经 证 明了 Hodge 定理 。 基 本 点 是 , 通过 Hilbert 空间 技巧 得 到 Green 算 
子 , 再 利用 基本 估计 来 证 明 它 是 紧 致 光滑 算 子 。 实 际 上 ，G 是 形式 


(cp 四 = 人 Glee) 


的 积分 算 子 , 其 中 G(x,y) 是 M x M 上 的 好 核 , 治 着 对 角 A 有 一 定 的 奇异 。Hilbert 空间 方 
法 的 缺点 是 没有 在 这 种 形式 中 给 出 Green 算 子 。 如 果 我 们 使 用 分 布 而 不 上 只 是 [7 范 数 , 那 
么 , 我 们 可 以 通过 解 


AsG(z,Y) = + 


这 种 类 型 的 分 布 方程 来 得 到 G(x,y), 其 中 ，b 是 在 y 处 的 6 函数 ，5Sy 是 阶 为 -co 的 算 子 。 
这 样 的 方程 将 在 第 三 章 第 一 节 讨论 。 
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Garding 不 等 式 的 证 明 : 我 们 假设 yp1,…, pn 是 厄 米 度 量 的 局 域 乏 正 余 标 架 , 使 得 
ds” = >》 wiis 


(p,q) 型 形式 在 局 域 上 写作 
y= al 2 WIIPI NN BJ, 


其 中 ，w1j 对 指标 is。 和 ja 是 反对 称 的 。 有 一 个 Laplace 算 子 的 著名 公式 一 一 Weitzenbock 
恒等式 , 我 们 将 在 原形 式 


(W) (AV)17 = [- >， we + A (y) 


k=1 


上 使 用 它 。 换 名 话说, 模 低 阶 项 后 , 形式 上 的 Laplace 算 子 看 起 来 象 矢 量 值 函数 上 的 欧 氏 
Laplace 算 子 -> ,02/(9xzx9 束 )。 

精确 的 Weitzenb5ck 公式 与 低 阶 项 有 关 。 对 于 一 个 一 般 的 厄 米 度量 ，41(V) 是 在 它 的 
第 一 阶 项 中 包含 挠 率 的 麻烦 的 算 子 。 然 而 , 当 度 量 是 Kihler 度量 时 , 它们 消失 了 , 并 且 
A1() 是 一 个 代数 算 子 


k,ja 


Rjk = X Bij 


其 中 ， 


是 Ricci 曲率 。 
为 了 证 明 Weitzenb5ck 公式 , 我 们 设 癌 ,vn 为 对 侦 于 gp1,…, pn 的 矢量 场 标 架 , 并 
旦 wv; == 可。 对 函数 了， 


并 且 对 张 量 7 = {77},z 协 变 微分 V7 的 分 量 为 


(V7)1 一 rr 十 40(r)。 


利用 符号 三 来 表示 “ 模 低 阶 项 ”是 方便 的 , 比如 使 得 


(V7)r = O71。 
我 们 设 $B' = pi 信 … 信 pn。 

当 y = fp1 人 入 By( 没 有 求 和 ) 时 , 足以 证 明 (W)。 因 为 这 样 来 讲 ，dz 就 象 矢量 丛 指标, 所 
以 我 们 将 假设 p= 0。 最 后 , 由 公式 中 的 对 称 性 , 我 们 可 以 取 J = (1,…,9), 使 得 


$= fp1A NGge 
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现在 我 们 计算 : 
By = (-1) > fipi\: NBaN Pe 
k>q 
#6p = (-1)2" D> 1) Gn AABN A Gn 人 
k>gq 
0 * Ov 三 Cs ] (Patl 八 … 信 pp 人 BP’ 
k>q 
十 这 2 八 Pqtl 八 … 信 Pk 信人 Pn 作 ® 
k>q 
ligg 
*0 * OW 三 BN PB1N\:** 人 Po 
k>gq 
+2 》 (1) ftp A A BA A Bah Pke 
k>q 


ligg 


这 给 出 了 *0* Ow, 其 它 项 0x0* 少 类 似 但 更 短 : 


kW = 277fGB1 和 人 人 Bn 人 NB 
5#*W = 2 fpAGaA NPnN® 
l<g 
*Oxy = 2 (DTIfiBAAB NAMB 
l<g 
Ox*0*W = 2) a 
li<g 


DE 


lg 
k>gq 


现在 ,vwi(wj 有 ) 一 (wif) = A1(]), 使 得 模 一 阶 项 为 


Ay = (=: BIA AG 
k 


0 a 


lg 
k>qg 


+2》 -Dfipi A NGA A Pn NAB |. 


Id 
k>qg 
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最 后 两 项 抵消 束 给 出 


Au = -15 PB1 A AN Bae 
k 


这 证 明了 Weitzenb5ck 公式 。 
我 们 现在 来 证 明 Garding 不 等 式 , 其 中 , 我 们 保证 Weitzenb5ck 公式 的 形式 为 


(AwW)r7 = (= ~ oa 二 4 ( 力 。 


1 
(*) 208 < sa2 十 = 


的 不 等 式 将 被 重复 使 用 , 并 且 B® = Cug' 和 可 表示 体积 形式 。 设 


用 (Pe rise ne AGA Np) 


T,J,k 


= Ci((VY,Y) Mw ). 


第 二 个 表达 式 证 明 , 7 是 整体 定义 的 , 并 且 因 为 它 有 (mn 一 1,n) 型 , 所 以 dn = 0m。 由 Stokes 


定理 ， 
/ On = 0。 
M 


On = (= 和 oo 一 ( >， wi) B+ (AW,Y)B. 


LT,Dk LDk 


男 一 方面 ， 


因此 , 由 Weitzenbock 公式 ， 


(Ay,) = | + Ca 区 
其 中 ， 
J3wl = | (TY, 90)0 
M 


是 张 量 光 的 z 协 变 微分 的 范 数 , 并 且 A'(w) 是 包括 多 的 z 微 分 的 第 一 阶 算 子 。 利 用 (*)， 
我 们 得 到 


E J 
(A vw, | < elvwl + wl, 


IvylP < C{(AY,w) + IW}, CC > 0。 
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现在 把 这 次 的 讨论 重复 到 


0 - DD ridrp NAA- | 人 ®, 


了 天 


并 且 , 通过 Dirichlet 范 数 , 利用 有 = 万: 十 4a(P) 从 下 面 来 估计 > 微分 的 到 范 数 | Vy|。 
放 在 一 起 得 到 


lv + vy + ly 2 C"((Ay,y) + yl) = C0"2(%), 
这 就 是 Garding 不 等 式 。 
注释 : 在 Kahler 情形 , 可 以 利用 精确 Weitzenb6ck 公式 和 和 上述 分 步 积 分 运算 来 证 明 Kodaira 
本 等 式 


(Avy,w) = vv + (RY, Y), 
其 中 , 对 小 e 404(M) 和 重复 指标 求 和 ， 


(RY,Y)= gq 人 人 


如 果 儿 是 调和 的 , 并 且 厄 米 形式 
Rajé'E 
是 正定 的 , 那么 我 们 推导 出 水 三 0。 由 Hodge 定理 ， 


0= "EAM), v0 


这 是 车 名 的 kodaira 消 没 定理 的 特殊 情形 , 一 般 性 的 讨论 将 在 第 一 章 第 三 节 给 出 。 


Hodge 定理 的 应 用 
首先 注意 到 调和 空间 和 Dolbeault 上 同调 群 之 间 的 同 构 


Hr M) 一 Ho" (M). 


实际 上 , 因为 6Gw = GOw = 0, 由 Hodge 分 解 定理 , 每 个 6 闭 形 式 w€ 23%(M) 是 
Y=) + 00GY)). 
把 这 个 同 构 与 Dolbeault 同 构 结合 起 来 , 我 们 找到 了 
HPA(M) > HA(M, Op)。 
日 Hodge 定理 的 第 一 个 陈述 , 它 意味 着 
有 限 维 数 性 : 


全 


dim HY(M, 7) < co。 
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在 g =0 的 情形 中 给 出 有 限 维 数 性 的 直接 证 明 是 有 好 处 的 。 设 {0i} 是 M 的 有 限 坐 标 
窗 盖 ，U; 中 的 全 纯 坐 标 为 zi1,… ,zin。 我 们 可 以 找到 相对 紧 致 的 开 子 集 VC Ui, 它们 仍然 
形成 M 的 覆盖 。 U; 中 的 整体 截面 

vp EH(M,) = H({Ui}, 0) 
= HAW), 0 


为 
2 
J 


其 中 ，yij(z) E OC(U;)。 我 们 定义 范 数 为 


lell = > sup lpi7(2)|, 
2 ZzEVi 


这 个 范 数 是 有 限 的 , 因为 (1) HV({V}, 99) 宇 HVA}, 09), (2) 满足 supsev, wy(2) 一 (2)| 一 
0 的 任意 解析 函数 序列 如 E OG(Ui) 有 一 个 子 序 列 , 一 致 收敛 到 全 纯 函 数 风 E O(V), 我 们 推 
导出 , 在 这 个 范 数 下 ，H?(MM, 09) 是 完备 Banach 空间 。 由 Montel 定理 , 给 定 一 个 le < 1 
的 序列 wy eE 五" 09), 我 们 可 以 提取 出 一 个 子 序列 , 它 的 系数 函数 pyi (2z) E CD) 一 
致 收敛 到 某 些 yp; j(z) E OC(Vi)。 因 此 , 在 这 个 Banach 空间 中 的 单位 球 是 紧 致 的 , 并 且 由 
Banach 空间 中 的 一 个 结论 , 它 是 有 限 维 的 。 

实际 上 , 单位 球 紧 致 的 Hilbert 空间 明显 是 有 限 维 的 , 并 且 我 们 可 以 通过 定义 


把 万 "0(M ,99) 变 成 Hilbert 空间 , 其 中 ，B(z) 是 坐标 z 中 的 欧 氏 体积 形式 。 因 为 (1). 在 
(Wi) 中 为 Cauchy 序列 的 如 € OC(Ui) 有 一 个 子 序列 , 在 Vi 的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 到 
yeEO(W), (2). 在 (VW) 中 有 界 的 序列 有 一 个 类 似 收敛 子 序列 , 所 以 我 们 可 以 采用 前 面 对 
这 个 Hilbert 空间 背景 的 讨论 。 

这 个 讨论 可 以 修改 一 下 来 证 明 所 有 万 (AM 02) 的 有 限 维 数 性 , 甚至 任意 凝聚 解析 层 多 
的 互 "(AM, 多) 的 有 限 维 数 性 一 一 这 个 问题 将 在 第 五 章 第 三 节 进 一 步 讨 论 , 在 那里 将 得 到 ， 
在 紧 致 流 形 上 的 凝聚 层 上 同调 的 整体 理论 中 , 有 限 维 数 性 是 中 心 结 

Hodge 定理 的 第 二 个 应 用 是 对 Kodaira-Serre 对 偶 的 应 用 。 从 公式 7 = 一 4* 0x, 我 们 
得 到 


#k 人 A 一 Ar+r。 


这 意味 着 * 算 子 诱导 了 一 个 同 构 


* :HPAM) 一 HP M), 


HM) SCD, 
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其 中 ，GB = x1 是 度量 的 体积 形式 。 
为 了 得 到 不 依赖 于 度量 选择 的 内 剖 形 式 的 这 个 同 构 , 我 们 将 在 一 般 的 方式 上 进行 讨论 ， 
给 定 空 间 X 上 的 层 多 ,图 和 . 知 以 及 层 映 射 


FL3YG oH, 


有 一 个 诱导 杯 积 
H'(X,.F)® H'(X,g) 一 本 (X HX), 


它 由 de Rham 定理 讨论 的 结尾 处 的 上 链 公式 给 出 。 特 别 是 , 由 全 纯 微 分 形式 的 外 积 诱导 的 


Q? ® QF — OP+9 


诱导 了 
(x*) H*(M, 1?) ® H*(M,Q) 一 H*(M, QP+4), 
男 一 方面 , 由 
{VW,7} = WA 
给 出 的 配对 
{ ，} :her0U)@4es(0M) 一 4p+erts(1) 

满足 

O{v,n} = {6w,7 (DY On}, 
并 且 诱 导 了 
(ex) HS*(M) ® HY(M) — HY®™(M), 


由 于 de Rham 定理 结尾 处 讨论 的 同样 理由 ,除了 一 个 正 负 号 外 , 配对 (*) 和 (**#) 在 
Dolbeault 同 构 下 对 应 。 基 于 这 个 理解 , 我 们 得 到 

Kodaira-Serre 对 偶 定理 : 

1. H*(M,Q") 一 C, 

2. 下 列 配对 是 非 退 化 的 : 


Fe 1?) ® nr- A) — H"(M, On) 


证 明 : 1. 中 的 映射 由 


H"(M, 0") ES Hs” (M) 


和 线性 函数 
Hi;”(M)—C 
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复合 得 到 , 这 个 线性 函数 的 定义 为 
v= fw 
M 
昌 于 Stokes 定理 和 A”%-1(M) 上 d= 0, 它 有 明确 的 定义 。 因 为 


a 


1 $= vol(M) > 0， 
M 
所 以 1. 是 一 个 同 构 的 结论 来 自 


Fan(M)S Hm(M) SC:5E。 


H®(M, 0°) Ee Hg"(M) 


Hi(M)® Hr” (M)—C 


ven= f van. 


因为 
He"(M) Hr (M) 


和 对 调和 形式 处 半 0 有 
vew— | yA = wl > 0, 
M 
所 以 它 是 非 退 化 的 。 证 毕 


我 们 现在 讨论 Kiinneth 公式 。 给 定 紧 致 复 流 形 M 和 N, 我 们 考虑 乘积 M x N。 到 两 
个 因子 上 的 投影 诱导 了 映射 


(MO ) 一 H*(M x N,Q?,), 
(NO) 一 H’*(M x NO N)。 


不 和 久 我 们 将 证 明 它 们 是 单 射 , 并 且 把 它们 的 群 和 它们 的 像 等 价 。 由 此 , 杯 积 给 出 


(*) H*(M,0y) BH (M,NN) oH'(M x N,QNxn)e 


Kiinneth 公式 断言 , 这 是 一 个 同 构 。 
我 们 将 利用 调和 形式 来 证 明 它 。 M 和 N 上 的 厄 米 度量 诱导 了 M x N 上 的 厄 米 度量 ， 
并 且 我 们 将 证 明 , 在 这 个 度量 的 选择 下 ， 


(x*) HM x N)S PD KM) 8 HN)). 


了 十 7 一 你 
q+s=v 
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这 将 建立 起 Kiinneth 公式 。 
为 此 , 我 们 用 z,w 表示 M 和 N 上 一 般 局 域 坐 标 。 分 别 给 出 M,N 上 的 形式 w,n 后 , 我 
们 将 用 也 @7 表示 在 M x N 上 的 诱导 形式 , 它 的 定义 为 
(VDM(z,w) = V2) An(w) 
这 些 形式 称 为 可 分 解 的 。 
引 理 : 在 M x N 的 所 有 形式 中 , 可 分 解 形式 是 也 稠密 的 。 
证 明 : 我 们 将 在 函数 的 情况 下 证 明 , 对 一 般 形式 的 证 明 所 需要 的 修改 是 显然 的 。 
必须 证 明 的 是 , 对 所 有 水 和 7 满足 


a oo) (OE) =0 


的 函数 p(z,w) 是 0。 假设 Rep(zo,o) > 0, 分 别 选 择 w(z),n(w) 在 zw 附近 有 紧 致 文集 ， 
并 且 满 足 
Re(p(yn))>0, Relylzo,wo)y (zo)n(wo)) > 0。 
利用 非 负 实 脉冲 函数 容易 完成 证 明 。 那 么 上 述 积分 是 非 零 的 。 证 毕 
在 M x N 上 的 形式 在 局 域 上 写作 


Pp(z, 1w) a >》 Prryryrdzr A dwr Adadzj MN dw, 


并 且 因 此 
OMxN = OM + ON, 


其 中 ，Ow 是 关于 z; 的 外 微分 ，Ow 类 似 。 因 为 度量 是 乘积 , 所 以 我 们 可 以 选择 形式 的 
M x 六 的 一 个 正 交 余 标 架 


{Pp1(2), mi Wn(w)}, 


其 中 ，y;(z) 是 M 的 正 交 余 标 架 ，wa(w) 是 NN 的 正 交 余 标 架 。 利 用 公式 


0O* = — x O*, 
我 们 得 到 | 
oOwxw = OtON, 
xb 十 OO =0= OWON + ONO. 


AMxN 一 Ar 了 和 AN。 
更 确切 地 说 , 在 可 分 解 形式 上 ， 


AmxN(V ®@ 7) 地 (AmYy) 十 Vy WO (Aw7)， 
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并 且 由 引 理 , 它 在 所 有 形式 是 确定 了 Awxw。 


Aw 的 本 征 形式 的 完备 集合 , 那么 , 形式 
Wi ® Na 


是 Awxw 的 本 征 形式 。 由 引 理 , 它们 形成 一 个 完备 集合 。 如 果 


AMWi = Nwi Ai 之 0， 
ANna = /ay71a， Ha 之 0， 


那么 ， 
AmxN(Vi BNa) = (Nt Hoa) (Wi; ® Na)e 


因为 入 十 ja = 二 0 仿 入 = a= 二 0, 所 以 得 到 关于 调和 形式 的 断言 (xx*)。 


如 果 我 们 定义 Hodge 数 为 
pra(M) = dim HI(M, On)， 
那么 我 们 已 经 证 明了 : 
hrA(M) < co， 
hr"(M) 一 1, 
jra(M) 二 nana 
pw(M x N) = D2 )Pre(N 


如 果 M 是 Kaihler 流 形 , 在 Hodge 数 中 间 有 更 深层 的 附加 关系 , 比如 


hra(M) = hr(M), 
b(M) = >》 Wa(M), 


2 十 9 一 7 


pr?(M) > 1 


现在 , 我 们 回 到 主要 问题 。 如 果 办 ,wo,… 是 Axm 的 本 征 形式 的 完备 集合 ，mn, 1, 


Kiinneth 公式 证 毕 


其 中 , 六 (CVD = dim 8"7(M,C) 是 第 > 个 Betti 数 。 它 们 以 及 更 多 的 关系 在 下 节 讨 论 。 


最 后 的 评论 。 一 般 地 , 调和 形式 的 外 积 不 是 调和 的 。 类 似 地 , 调 


和 形式 到 子 流 形 上 的 


限制 对 诱导 度量 一 般 不 是 调和 的 。 否 则 , 上 同调 环 应 只 有 附加 在 外 代数 上 的 那些 关系 。 还 


有 , 厄 米 流 形 上 的 两 个 Laplace 算 子 


户 
I 
| 


00” + 00， 
Au = dd 十 dd 
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一 般 没 有 关系 。 有 一 个 不 可 思议 的 结果 : 如 果 度 量 是 Kihler 的 , 这 些 一 般 原 理 都 不 成 立 ， 
并 且 调 和 形式 的 理论 有 一 些 特别 的 对 称 性 。 关 于 它 的 更 多 讨论 见 下 节 。 


7. Kihler 流 形 


Kaihler 条 件 
设 M 是 一 个 紧 致 复 流 形 , 其 厄 米 度量 为 ds2, 并 且 假 设 在 某 些 开 集 UC M 中 ,ds? 是 
欧 氏 的 ; 即 , 存在 局 域 全 纯 坐 标 > = (和 ,…,%) 使 得 


ds2 一 这 dz ® dz。 
写 出 名 = wi 十 V 一 1yi; 可 以 直接 验证 , 对 在 ZX 上 有 紧 致 支 集 的 微分 形式 


p= 》 dzrAdz1 


IJ 


0? 
Aa(y) 三 全 2 2 Bd ‘dzr MN dz 


1 02 02 几 
3 9 (如 | 7) PIrjdzr N\ dz 


2 


1 
过 9 “ Aa(¥), 


即 , 除了 一 个 常数 外 ，6-Laplace 算 子 等 于 UV 中 普通 的 d-Laplace 算 子 (参见 上 面 第 六 节 )。 
当然 , 很 少 紧 致 复 流 形 有 处 处 的 欧 氏 度量 , 但是, 就 象 所 出 现 的 那样 , 为 了 保证 在 复 流 形 上 
的 等 式 


1 
= 
0 9 dad; 


在 每 个 点 , 度量 是 欧 氏 度量 二 阶 逼 近 就 可 以 了 。 这 就 是 Kajhler 条 件 , 在 本 节 , 我 们 将 花 更 多 
的 时 间 了 讨论 这 个 条 件 及 其 后 果 。 
首先 , 我 们 给 出 Kahler 条 件 的 其 它 三 种 形式 。 再 次 设 


ds? = hijd%i @ d2; = >》 0 ® Pi 
是 复 流 形 M 上 的 厄 米 度量 。 如 果 ds? 的 伴随 (1,1) 形式 
a 


是 d 闭 的 , 我 们 称 其 为 Kiéhler 的 。 在 上 面 第 五 节 , 我 们 证 明了 , 有 一 个 唯一 的 1 形式 矩阵 
满足 


Wij + Wii = 0, dypi = wi A Pj + Ti 
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其 中 ,7 是 (2,0) 型 的 ; 在 那里 , 如 果 挠 率 + = 0, 我 们 称 度量 是 Kahler 的 。 我 们 现在 证 明 
这 些 条 件 是 等 价 的 。 写 出 


记 必 = dpi\ Bi— >_ Ad 
二 Dp NGIABi— D>_ piAByNBit YO nNB— pi 
我 们 得 到 ， 


>》 赂 A 厅 A 丰 ->》 HA 同和 A 历 =》 biNp NBit ,pihN Yi B= 0, 


并 且 因 此 (2/V=-TDadwo = jw 人 Bi 一 pi 人 元 。 但 是 5 是 (2,0) 型 的 , 并 且 5; 是 逐 点 线性 
独立 的 (0,1) 形式 , 它 意味 着 dw = 0 当 且 仅 当 7 = 0。 

Kihler 条 件 的 另 一 个 解释 一 一 它 给 出 一 些 儿 何 感 觉 是 : 如 果 对 每 个 点 wo E MM, 我 
们 可 以 找到 z 邻 域 中 的 一 个 全 纯 坐 标 系 (2), 使 得 


ds? 一 > (65 十 Gi;) dz WO d2;, 


其 中 , 在 zo 处 , gi; 直到 阶 都 等 于 零 , 那么 我 们 称 M 上 的 度量 ds? 到 天 阶 密切 于 C" 上 的 
欧 氏 度量 ; 我 们 通常 写作 ， 


ds? = > (6 + [k])dzi; ® qz。 


引 理 : ds? 是 Kihler 的 当 且 仅 当 它 处 处 到 2 阶 密切 于 欧 氏 度量 。 
证 明 : 在 一 个 方向 上 是 显然 的 : 如 果 在 2 周围 的 某 些 坐标 系 中 ， 


w = >》 (5 十 加)dz A dz， 


那么 ，dw(zo) = 0。 
反 过 来 , 我 们 总 可 以 找到 坐标 系 (2), 满足 hij(2z0) = 6i;; 即 ， 


人 /| 
0 Ds 十 QijkZk 十 QijkZk + [2]) dz Nd2;; 
2,]， 


adw = 0 一 Qijk = Qkjio 


我 们 希望 找到 一 个 坐标 变化 


1 
Zk 二 WE 十 7 brim Wm, 
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使 得 
(*) w 二 3 0i; + [2])dwi; AT 了 
通过 规定 
bgim = bpml 
来 归 一 化 。 于 是 ， 
dzx. = dwrx 十 > bamwWidwm, 
使 得 
2 _ 
ne 一 > (du 十 >， bimwWidwnm) 和 人 > (du 十 >， bipgWpdiWy) 
i >》 (ai 下 Qijk Ok) dw: 人 dw;+ [2 
= >》 (65 十 >》 (aaaok 十 Qijk WE 十 ObjriWwE 十 bij Wk) dw: 和 人 Oj 十 [2] 
k 
如 果 我 们 设 
bjri Qijk) 
那么 ， 
bijgi = —Qijk = 一 Qi = bjig 
和 
Dipj = Qjik = — Qijk, 
使 得 坐标 改变 实际 上 满足 了 条 件 (*)。 证 毕 


在 计算 中 使 用 的 表达 这 个 条 件 的 另 一 种 方法 是 说 , 对 每 个 点 zo € MM, 在 名 的 邻 域 中 我 
们 可 以 找到 度量 的 乏 正 余 标 架 p1,…, pn, 使 得 dpi(zo) = 0。 

如 果 流 形 有 Kahler 度量 , 那么 称 之 为 Kihler 流 形 ; 我 们 现在 给 出 一 些 Kahler 流 形 的 
例子 。 


例子 : 

紧 致 Riemann 曲面 上 的 任意 度量 是 Kihler 的 , 这 是 因为 dw 的 3 因此 等 于 零 。 

如 果 A 是 C" 中 的 格子 , 那么 复 环 面 了 = C"/ 人 是 Kihler 的 , 其 欧 氏 度量 为 ds? = 
> dzi; ® dzie 

如 果 M 和 NN 是 Kihler 的 ,那么 M x N 也 是 Kihler 的 , 其 度量 为 乘积 度量 。 

如 果 SC M 是 子 流 形 , w 是 M 上 Kihler 度量 的 伴随 (1,1) 形式 , 那么 , 我 们 在 上 面 的 
第 二 节 已 经 注意 到 ，S 上 诱导 度量 的 伴随 (1,1) 形式 就 是 w 到 5 的 拖 回 ; 因此 , 如 果 M 是 
Kahler 的 , 那么 5 是 Kihler 的 。 

回想 一 下 ，P”* 上 的 Fubini-Study 度量 由 其 伴随 (1,1) 形式 


ET = 
= 二 一 95log| 2 
27 
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给 出 , 其 中 2 是 VC 到 到 Cn"+l-{0} 的 局 域 提升 。 因 为 60 = -26, 所 以 


一 0 0) log 12 
Ya(5- 0)log 2l), 
因此 我 们 得 到 ，w 是 闭 的 , 并 且 Fubini_Study 度量 是 Kihler 的 。 
c _ 一 工艺 四 
d= (59) 
来 定义 一 个 算 子 de 是 便利 的 。w 和 de 都 是 实 微分 算 子 , 并 且 
> 记 
27 
因此 我 们 可 以 写 出 


w= add:logl|lZ|?. ) 


注意 , 由 上 面 得 到 , 任意 可 以 谈 入 射影 空间 P" 的 紧 致 复 流 形 是 Kihler 的 。 

我 们 给 出 Kihler 条 件 的 一 些 直 接 拓扑 后 果 : 对 紧 致 Kihler 流 形 M 

1. 偶 Betti 数 02,(JM) 是 正定 的 ; 

2. 全 纯 4 形式 万 "0(M,Q9) 单 射 到 上 同调 FT8R(M) 中 , 即 , 每 个 这 样 的 是 闭 的 , 并且 
都 不 是 恰当 的 ; 

3. 任意 解析 子 秘 的 基本 类 mv 是 非 零 的 。 
证 明 : 2. 设 7 是 全 纯 (g,0) 形式 ; 我 们 希望 证 明 dn = 0, 并 且 只 有 ”三 0 时, w = dw。 
91,… ,pn 是 局 域 乏 正 余 标 架 ; 如 果 


人 二 > NIPI,) 
I 


那么 ， 
nAT= 》 177PFA Be 
LJ 
现在 ， 
Ww 二 VS 
所 以 ， 
w= Cn— gq) BS PK 人 BK; 


#K=n—g 


因此 , 对 适当 的 6 0， 
nANAw™ = Cr In:® 
I 
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其 中 , 下 是 体积 形式 。 因 此 ， 


7 人 万 Aw" 9 天 0 如 果 7 尖 0。 
M 


现在 , 假定 7 = dw。 那 么 ,dn = di = 0, 并 且 因 为 dw = 0, 所 以 我 们 得 到 
上 0AzAor= d(wANTAw™ 9?)=0 
M M 
因此 ，”n = avy 意味 着 7 = 0。 最 后 , 因为 dn = 0m 是 全 纯 (gq 十 1) 形式 且 是 恰当 的 , 所 以 


dn = 0。 
1. 为 了 证 明 bzo(M) > 0, 我 们 把 ws 表示 为 不 是 恰当 形式 的 财 29 形式 : 如 果 w? = dy， 


那么 , 我 们 得 到 
站 w" 二 上 d(wW Aw” “©)=0。 
M M 


但 是 w"/nl 是 M 上 的 体积 形式 , 且 因 此 它 不 能 出 现 。 
3. 3 的 证 明 是 显然 的 : 对 复 维 数 为 q 的 V, 由 上 面 第 二 节 的 Wirtinger 定理 得 到 


vol(V) = en #* 0; 


所 以 在 Hoa(M) 中 (mv) #0。 证 毕 
注意 , 1 和 3 是 第 57(64) 页 射影 空间 子 流 形 的 命题 的 推广 。 
Hodge 恒等式 和 Hodge 分 解 
设 M 是 紧 致 复 流 形 , 厄 米 度量 为 ds2, 伴随 (1,1) 形式 为 ww。 我们 已 经 在 M 上 的 微分 
形式 的 空间 4*(M) 上 定义 了 许多 算 子 , 比如 ，6, 9, d, dc 它们 各 自 的 相伴 和 伴随 Laplace 算 
子 , 以 及 按照 型 和 次 数 的 分 解 


II : A*(M) 一 A?’(M ) 
I = © IP":A*(M)— A (M)., 


p+g=7 


LD = NN 
我 们 定义 另外 一 个 算 子 
L: 4P4 一 A?t batl( M), 
并 且 设 
人 = 产 : 4pa(M) 一 4p-14-10M) 
是 它 的 伴随 算 子 。 现 在 , 对 一 般 的 M, 在 这 些 各 种 各 样 的 算 子 之 间 没 有 明显 的 关系 。 然 而 ， 
如 果 我 们 假设 M 上 的 度量 是 Kibhler 的 , 那么 我 们 得 到 许多 把 它们 关联 起 来 的 恒等式 , 称 
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为 Hodge 恒等式 。 的 确 ，Kihler 条 件 正 好 保证 了 伴随 于 Riemann 度量 的 实 势 理论 与 它 下 面 
的 复 结构 之 间 的 很 强 的 相互 影响 。 基 本 恒等式 一 一 所 有 其 它 的 恒等式 都 可 以 简单 地 从 它 得 


到 一 一 是 


(*) [A,d| = -4rde ， 
其 中 ，[4, B]| 表示 交换 子 4B 一 BA; 或 者 等 价 地 ， 


[L,d’] = 4rde。 


证 明 : 通过 分 解 到 型 , 这 个 恒等式 等 价 于 


[A, 引 = -V-16*” 和 [A,9 = V-10*。 


因为 A,d 和 de 是 实 算 子 , 所 以 任意 两 个 都 可 得 到 另外 一 个 ; 我 们 将 证 明 [A, 69] = V-10*。 
我 们 首先 在 有 欧 氏 度量 的 C" 上 进行 计算 。 这 里 有 点 混乱 但 却 是 直接 的 , 并 且 我 们 把 
它 分 裂 为 分 量 后 变 得 简便 了 。 为 此 , 我 们 在 C* 中 的 形式 上 引入 一 些 新 的 算 子 : 对 每 个 
二 1,…,n, 设 ex: A?2(C") 一 A2114(C") 为 紧 致 文集 形式 上 的 算 子 , 定义 为 


ek(P) = d2p Ny; 


类 似 设 如 :Aga(C") 一 Mgeri(Cn) 定义 为 


Er(P) = dz Npo 


设计 入 分别 是 ex 和 4 的 伴随 算 子 。 注 意 ep,Ex,ip 和 在 C%(C”) 上 都 是 线性 的 。 现 
在 ， 
入 (Qz7J Mdzx) 一 U， 如 果 k 4 


并 且 , 回想 长 度 为 |dzx|| = 2, 使 得 


i (dzx Adzy 和 dzx) = 2dzJj N\ dzk; 


因为 在 前 一 种 情况 下 , 对 任意 多 重 指标 L 和 M, 有 


(i (dz NM dzx), dzr N\ dzm) 一 (dzy A dzx, dzx Adzr N\ dzZm) 


所 以 如 (dzy Ad 亚 ) = 0, 而 在 后 一 种 情况 下 ， 


(和 (dz AdazyAazk),dzr MN dzm) (dzx NN dz4 NM dzr, dzx MN dzr MN dzm) 
一 2(dzy A dzxk, dzr N\ dzZm) 
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类 似 地 , 我 们 得 到 ， 
了 (dzy Nd2zxk) 一 0， 如 果 天 gHK, 


和 
bx (dz 人 Qzy7 人 dzx) 一 2dzy 人 dzZko 
还 要 注意 , 对 任意 单项 式 dzj 人 dzk, 有 
0 如 果 k € J 
jp "er(dzi; 人 adzr) = 
he MY | 2dzj 人 dzk， 如 果 k g 
同时 有 
| _ 2dzj 人 dzg， 如 果 k € 也 
“ir(dzr Ad 二 
ep 从 (qzy Md2zk) | 0 如 果 R J。 
因此 ， 


ZKEK 十 Epik = 2, 


并 且 同 样 得 到 iB4 十 Eri = 2。 男 一 方面 , 对 关 1 我 们 得 到 ， 


ip :el(dzr Ndz1 Nadzk) = ix(dz Ndzi Ndz; Nd2zr) 
= ix(—dzxr Ndz1 Ndz; Ndzr) 
= 一 2(dz Mdz,; Mdzk) 
= 一 2el(dzy Adzr) 
= —e:ir(dzx Ndzj; Mdzk), 


并 且 在 k 9 J 情况 下 得 到 ， 


人 el(dzy 人 dzx) 一 El] i (dz 人 dzx) 二 0， 


所 以 我 们 得 到 
ep1l 十 Lek S08 


我 们 还 把 A?x(C") 中 的 算 子 3 和 BO 定义 为 


Ox. (> PIIAZI 人 da ) 一 > 0 人 QZ7 


Zk 


和 


Ox (> PrdZI 人 dz) 一 Ped AW FR 


注意 ，O 和 hk 可 互 换 , 并 且 与 el go 妈 和 到 也 可 交换 。 最 后 我 们 得 到 ， 如 的 伴随 算 子 是 
一 Ok: 对 任意 紧 致 文集 形式 p = pyydzr Adadzr 和 任意 多 重 指标 二 和 MM, 以 及 任意 C™ 也 
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数 多 我 们 得 到 ， 


(—Op, vdzr A dzm) 


同样 ，O 的 伴随 算 子 是 一 0。 


0 
(~ 二 (Pom)dz Mdzm, Wadzr 人 ov 


0 
Pr 人 PLM Ba th) 


(prmdzr 和 人 02M DVD :dzr A dzm)) 
(P， Ox (WdzL, 人 dzm)) o 


我 们 可 以 把 A*(C") 中 的 所 有 的 算 子 用 这 些 基本 算 子 的 方式 表示 : 显然 有 
>， Oke = Sy EOF, 

k k 
Ok.Ex = >， Ex Ok, 


0 = 


Oe 


并 且 取 伴随 得 到 ， 
0O* 
0O* 


3 >， Di 
二 >， Bipo 


工 定义 为 与 C" 上 定义 的 标准 Kihler 形式 的 外 积 , 所 以 得 到 ， 


:= Te 


和 伴随 算 子 


A= Su >》 ikipe 


所 以 ， 


= 和 | a 
A0 = de 


vV—1 
-i 


b> Oririrer 十 >， oa o 
k 


kz! 
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为 了 求 第 一 项 , 写 出 


V 一 1 可 V 一 1 到 2V 一 1 四 
py A | Ds ry 
二 To > Or.ertnin = A —1 >， Onljo 
求 第 二 项 ， 
V— V1 
7 > Oirire 一 9 >， Oriperir 
kz! lk 
VvV—1l 
= To >， Oreripip 
因此 ， 


VvV—1l = == _ 
A0 = Oh 
= OA+V-10”, 


所 以 证 明了 C* 上 的 恒等式 。 

为 了 证 明 Kahler 流 形 上 的 结果 , 我 们 利用 密切 条 件 来 证 明 恒 等 式 在 任意 点 成 立 : 对 
20 € M, 我 们 可 以 选择 度量 的 一 个 余 标 架 gp1,… ,pw 使 得 dpi(zo) = 0。 用 pi 代替 dzr 后 
A 的 表达 式 还 成 立 ; 我 们 在 本 质 上 可 以 对 [A, O91n 做 象 C"” 上 一 样 的 计算 , 只 不 过 多 了 包含 
oo; 的 项 。 然 而 , 因为 [A, 8 只 包括 一 阶 微分 , 所 以 所 有 的 额外 项 将 有 一 个 因子 pi, 并 因此 
在 2 处 等 于 零 。 同 样 , 我 们 已 经 计算 了 C" 上 的 07 = O%*0*n, 它 与 V-IIA,97 一 致 ; 除 
了 包含 9p; 的 额外 项 外 , 用 wy; 的 方式 在 M 上 的 计算 也 是 一 样 的 , 额外 项 在 zo 也 等 于 零 。 
因此 , 我 们 得 到 恒等式 在 2 成 立 , 从 而 处 处 成 立 。 

这 个 讨论 是 一 般 原 理 的 一 个 例子 : 如 果 任 意 内 药 定 义 的 恒等式 只 包含 度量 及 其 一 阶 微 
分 并 且 在 有 欧 氏 度量 的 C" 上 成 立 , 那么 它 也 在 Kiihler 流 形 上 成 立 。 

现在 , 有 一 些 结论 : 如 果 Ay = dd* + wa 是 d-Laplace 算 子 , 我 们 得 到 


Poa 


隐 关 让 三 记 


证 明 : 首先 注意 到 , 因为 w 是 闭 的 , 所 以 
d(w An) = waA dn, 


四 ， 
[L,d] =0, 
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并 且 因此 通过 取 伴 随 得 到 ， 


De 
现在 ， 


Alddr + dd) = (dAd* -4rderd*] 十 必 Ad 
= dAd* + (4rd'd” + d*Ad) 
= (dd* + add)A, 


证 毕 


就 象 前 面 所 提 到 的 一 样 , 我 们 还 得 到 


A Ay 


证 明 : 首先 我 们 证 明 08* + 0*0 = 0: 因为 A0 - 6A = V10*, 我 们 得 到 


V-1(08 +60) = 0(A0— 9A)+ (A0 一 8A)6 
= OAM0— 0A0=0。 
现在 ， 
Au = (0+0(0 +0)+(0 +0)(0+0) 
二 
= (00* +0°0) + (00 + 2070) 
= Ag 十 As, 
所 以 我 们 必须 证 明 
Aba = Ap 
为 此 ， 
-V-IA = BA5-5A)+(A5-5A)6 
= OA0— 00A++Aodd— oNO, 
并 且 因 此 


(8(A0 — A) + (A0 ~ 8A)6) 
OA0 — 00A + A90 — OAO 
V 一 As， 


这 是 因为 69 = -06。 证 出 


’ 
户 
I 
| 
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作为 直接 的 推论 我 们 得 到 ，A。 保持 双 阶 次 ; 即 


[Aa, IE] = 0。 


设 
Zr M) 
Ha(M) = a 
(WW) = OD BD 
HI" (M) = {ne€ A M): Aan=0}, 


Ha (M) = {ne€ A (M):Aan=0}. 


注意 , 第 一 组 是 由 复 结构 内 强 定 义 的 , 而 后 面 两 组 依赖 于 特殊 度量 。 
和 Au 是 实 算 子 的 结果 , 调和 形式 满足 
OD HX"(M), 


2"(M) ) 
HM) = HM). 


日 As 与 HI2? 的 交换 性 


(*) 


另 一 方面 , 对 纯 (p,q) 型 闭 形式 人 有 


7 = HN) + ddG(n), 


其 中 调和 部 分 . 儿 (n) 也 是 纯 (p,g) 型 的 。 因 此 ， 
Ha(M) > Hm (M). 
把 它 与 (*) 和 Laplace 算 子 Au 的 Hodge 定理 


Hbr(M) eH"(M) 


结合 起 来 , 我 们 得 到 著名 的 
Hodge 分 解 : 对 紧 致 Kihler 流 形 M, 复 上 同调 满足 


be s @ H"(M), 


p+g=7 


Hm(M) = Hr(M). 


因为 Au = 2A5, 所 以 我 们 得 到 PA(M) = N29?(M), 并 且 因此 
Hra(M) S HE (M) S HM, QP). 


特别 是 , 取 g = 0, 那么 
HM) = 万 "CA OP) 
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(72,0) (0,n) 


(0, 0) 
Figure 6 


是 全 纯 p 形式 的 空间 。 于 是 全 纯 形式 对 紧 致 流 形 上 任意 Kiihler 度量 是 调和 的 。 
我 们 还 注意 到 : 
奇 次 Betti 数 bogt1(M ) 是 偶数 。 


证 明 : 如 果 我 们 把 Hodge 数 定义 为 
pra( M) = dim HA(M), 


那么 ，Hodge 分 解 给 出 


b-(M) = > pra(M), 


hl(M) = he?(M)。 
取 7r = 29 十 1, 我 们 找到 


bm) =2 [De . 


我 们 可 以 把 紧 臻 Kihler 流 形 的 上 同调 群 图 示 在 Hodge 商 形 ( 见 图 6) 中 , 使 得 M 的 第 
上 同调 群 可 以 作为 第 不 行 中 群 的 和 而 快速 读 出 。* 算 子 给 出 了 关于 邦 形 中 心 的 一 个 对 称 
性 ; 共 轿 给 出 了 关于 中 垂 线 的 对 称 性 。 

作为 Hodge 分 解 的 直接 应 用 , 我 们 得 到 
推论 : 


0， 如 果 p 冯 gq， 
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证 明 : 显然 , 因为 万 1(P"，,Z) = 0, 所 以 对 p 十 gq 为 奇数 我 们 得 到 万 99(B") = 0; 因为 
万 拓 (P,Z) = 也 所 以 对 p 关 上 我 们 得 到 ， 


入 ~ box. (P”) > hr ? (Pp") 十 he Pp(p") 


一 2.71P2-p 
全 122 2(B) = 0， 
并 且 因 此 
本? = 有 po) SC. 
证 毕 
特别 注意 ， 
在 Pr 上 没有 非 零 整体 全 纯 形式 ,。 
Lefschetz 分 解 
Hodge 恒等式 的 另外 一 个 重要 应 用 是 紧 臻 Kihler 流 形 的 上 同调 的 Lefschetz 分 解 。 为 
了 正确 地 讨论 它 , 我 们 必须 首先 离 题 来 讨论 sls 的 表示 。 
sl 的 表示 : sls 是 SLs 群 的 李 代 数 ; 它 可 表示 为 迹 为 零 的 2 x 2 复 矩 阵 的 矢量 空间 , 并 且 满 
足 交 换 括 号 


[4,B]= AB- B4。 


我 们 取 标 准 生 成 元 
| - - 3 由 
0 0 人 1 0 
它们 满足 下 列 关系 : 


[X,Y]=H, [H,X)]=2X [H,Y]= -2Y. 


现在 , 设 V 是 有 限 维 复 矢 量 空间 ，gl(V) 是 它 的 内 上 自 同 构 代 数 。 我 们 想 研 究 李 代数 映 
射 
p: sls — gl(V), 


即 , 线性 映射 , 使 得 
pl|A, B]) = p(A)p(B) — p(B)p(A). 

这 样 的 映射 称 为 V 中 sls 的 一 个 表示 ; V 称 为 一 个 sl2- 模 。 在 p(sl2) 下 固定 的 V 的 子 空间 

称 为 子 模 ; 如 果 VV 没有 非 平庸 的 子 模 , 那么 V (或 p) 称 为 不 可 约 的 。 由 基本 结果 (我 们 不 在 

这 里 证 明 它 )，sls 模 V 的 每 个 子 模 W 都 有 一 个 补 子 模 W~; 因此 , 每 个 sl 模 是 不 可 约 sl 

模 的 直 和 , 并 且 , 为 了 研究 si 的 表示 , 我 们 只 需要 研究 不 可 约 模 。 
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于 是 , 假设 V 是 一 个 不 可 约 sl 模 。 研 究 Y 的 结构 的 关键 是 研究 p( 互 ) 的 本 征 空间 (从 
现在 开始 我 们 将 略 去 p)。 它 们 称 为 权 空 间 。 首 先 , 注意 到 , 如 果 wv EV 是 五 的 本 征 矢 量 ， 
本 征 值 为 入, 那么 Xv 和 Yo 也 是 互 的 本 征 矢量 , 本 征 值 分 部 为 和 十 2 和 入 一 2: 这 从 下 式 
得 到 ， 


H(Xv) = XDu 十 | 万 和 |v 
= XNW+2Xv 
二 (和 +2)Xv, 
对 Yo 类 似 。 因 为 万 只 能 有 有 限 个 本 征 值 , 由 此 我 们 得 到 X 和 了 是 暴 零 的 。 如 果 w EV 
是 互 的 一 个 本 征 矢量 并 且 Xv = 0, 那么 我 们 称 v 是 本 原 的 ; 显然 有 本 原 元 素 。 
命题 : 如 果 v EV 是 本 原 的 , 那么 V 作为 一 个 矢量 空间 由 
U YU Yo 


TI 


生成 。 

证 明 : 因为 Y 是 不 可 约 的 , 我 们 只 需要 证 明 {Yiv} 的 线性 张 开 V' 在 sls 下 是 固定 的 。 显 然 ， 
HV'CV’ 和 YV’ CV'。 我 们 通过 归纳 法 来 证 明 XV' CV Xw = 0 平庸 地 处 在 冯 中 , 并 
日 一 般 有 


XYnuo = YXY" + HY 


所 以 ， 
XYy"™ iveV' = XY"weV, 


证 毕 

注意 , 非 零 的 元 素 {Y"vj， 是 线性 独立 的 , 因为 它们 都 是 不 同 本 征 值 的 五 的 本 征 矢 
量 。 由 此 , 我 们 有 V :V = @V 这 样 的 描述 , 其 中 每 个 VV 是 一 维 的 ， 
H(VW)=W, X(W)= Wr YW)= -2° 


命题 : 态 的 所 有 本 征 值 是 整数 , 并 且 我 们 可 以 写作 
V=W@OW 2 DB..BVn2 DV ne 
证 明 : 设 v 是 本 原 的 , 并 且 假 设 
Y"u #0, Y"+lu = 0, 
并 且 Hv = 和 Av。 那么 ， 
Xv = 0, 
XYv = YX 十 万 vv 一 和 XU， 


XY2v = YXYv+ HYv 
= YA 十 (和 十 2)yYu = (入 十 入 一 2))Yv， 
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并 且 一 般 有 XY =YXY iv 十 HY™ lo, 所 以 我 们 得 到 


XY™ = (和 十 (入 一 分 十 (入 一 十 十 (入 一 2(m 一 J)7Ym Tv 


= (mA m+m)Y™ ly, 
并 且 因 为 了 Ye 天 0Y 二 0, 所 以 
(TD 一 (十 1 十 +1=0 一 入 =m。 
证 毕 

总 之 , 不 可 约 sls 模 的 指标 为 非 负 整数 n; 对 这 样 的 n, 相应 的 sls 模 V(n) 的 维 数 为 

n 十 1。 显 然 ， 
V(n) Se Sym"(C’) 

是 矢量 空间 C? 的 nn 次 对 称 才 。 作 用 在 V(n) 上 的 万 的 本 征 值 是 一 n, 一 n 十 2,:…,n 一 2,n， 
每 个 出 现 一 次 。 

对 每 个 sl 模 V( 不 必 是 不 可 约 的 ), 我 们 定义 V 的 Lefschetz 分 解 如 下 : 设 PV = 
Kerp(X); 那么 ， 

VPpYOYPVG YP 


并 且 这 个 分 解 与 到 互 的 本 征 空 间 的 分 解 相 容 。 我 们 还 得 到 映射 


了 
Vn SV nm 
Xm 


是 一 个 同 构 。 最 后 , 一 般 地 ， 
(KerX)NV, = Ker(Y™*t :Wh — V2) 


我 们 现在 回 到 Kabler 度量 为 4s? = 于; @ Fi 的 紧 致 复 流 形 M。 首 先 , 我 们 希望 计算 
出 算 子 工 和 和 A 的 交换 子 区, Aj; 它 可 以 利用 前 面 定义 的 算 子 es, Bi 和 了 趟 在 C" 上 得 到 。 
回想 一 下 ， 


a ce 
Dh 和 N= i 


于 是 我 们 得 到 
[IL A l= 1 CN > 本 
) 4 CkERkLL VIUEkER 
k,l k,l 
二 4 (erexdi ierex) 
kz! 

Pe St er ri es ) 
一 ECKEKZK — LEKEKECR )o 

1 ECkLELE kLECECER 
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全 


日 交换 关系 , 第 一 个 求 和 的 每 项 都 是 零 ; 对 第 二 项 , 我 们 得 到 


EkEKIKIE = 2epik 一 EkLkRERLE, 


ELKRERER = ikEk — LERLRER, 


并 且 因 为 ex 人 ER 人 一 LLERLLER, 所 以 得 到 
[IL, 人 ] 一 >》 (erin 中 iek) 
0 一 7kEk 一 多 本) 
k 
1 . 下 
二 和 二 > _(ikeh 十 $4Ek)。 


为 了 计算 它 , 注意 到 如 果 ke 了 有 iek(dzy 人 dzk) 等 于 零 , 其 它 的 等 于 242j 入 dzxk; 如 
果 k EK 有 Ex(dzjy 人 dzx) 等 于 零 , 其 它 的 等 于 2dzj 人 dzkx。 因 此 ， 


(lirer + irex) (dz] 人 dzk ) 等 2 八 dzxk 二 2 > dz, 人 dz 


k kg] KE 天 
(2(n— #7]) 4+2n— #K)) (dz Adzr). 


并 且 因此 在 Ao4(C") 上 有 
[L,A| 二 Pg no 
因为 工 和 A 都 是 代数 算 子 , 所 以 恒等式 在 任意 Kihler 流 形 上 成 立 。 
现在 , 设 


因为 芭 : 4?(M) 一 4pt2(M) 和 A: AP?(M) AP?-2(M), 所 以 我 们 得 到 


[也 = 几 ， 
(*) [h, 也 | = 一 27， 
[h,A] = 2A, 


算 子 L, 人 入 都 与 Aa 可 交换 , 并 且 因 此 作用 在 关系 为 (*) 的 调和 空间 rr(M) 涯 H*(M) 
上 。 从 而 通过 对 应 
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本 征 值 为 (n 一 p) 的 hh 的 本 征 空间 为 H?(M)。 把 有 限 维 sl 的 表示 上 的 结果 应 用 到 这 个 表 
示 上 束 得 到 
强 Lefschetz 定理 : 映射 


IL*:H” *(M)— HI*(M) 
是 一 个 同 构 , 而 且 , 如 果 我 们 定义 了 本 原 上 同调 
P**(M) = KerL*t!: HY *(M)— Ht?(M) 
= (KerA)N H™*(M), 
那么 , 我 们 得 到 
H"(M)= PD KP™ *(M), 
它 称 为 Lefschetz 分 解 。 
注意 ，Lefschetz 分 解 与 Hodge 分 解 相 容 ; 即 , 如 果 我 们 设 
Pr? = (KerA) mn H™(M), 


那么 
P'(M)= PD P™(M). 
p+9q=! 
如 果 流 形 M 可 髓 入 有 诱导 度量 的 射影 空间 PN, 那么 我 们 可 以 给 出 Lefschetz 理论 的 下 
列 儿 何 解释 。 我 们 已 经 知道 , 形式 


0 
三 一 一 95log| 2 
27 


在 PN 中 是 闭 形式 但 不 是 恰当 形式 。 因 为 H?2(PN) 是 一 维 的 , 所 以 we H2R(PN) Poincaré 
对 侦 于 超 平 面 五 C PN 的 一 些 非 零 多 重 的 同调 类 。 实 际 上 ，[w] Poincaré 对 偶 于 ( 瑟 ), 因为 
读者 可 以 验证 , 通过 在 直线 1 全 Pr 上 积分 w 就 得 到 了 

fo=1=*(8:D), 


1 
从 此 处 我 们 可 以 知道 , 对 于 一 个 子 流 形 M C PN, 诱导 度量 的 伴随 (1,1) 形式 ww Poincaré 
对 偶 于 解析 子 复 了 = MN 五 CM 的 同调 类 (V)。 强 Lefschetz 定理 的 Poincaré 对 偶 化 说 
法 认为 , 与 (N 一 有) 维 平 面 PC PN 相交 的 运算 给 出 同 构 


pN—K 


Hnre(M) nk(M)。 
注意 , 在 这 个 解释 中 ，M 的 本 原 上 同调 P**(7M) 通过 同 构 
H™t*(M) 


7 < 


Hrr(M) 


H,_x(M) 
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对 应 到 不 与 超 平面 相交 的 (nm 一) 维 闭 链 的 子 群 , 即 , 下 列 映射 的 像 


万 KAI V) 一 n_k(M)。 


这 样 的 闭 链 称 为 有 限 闭 链 , 因为 M 一 V 是 M 的 “有 限 部 分 ”M nC”; 当 我 们 证 明 超 平面 截 
面 的 Lefschetz 定理 时 , 它 的 重要 性 更 明显 。 


作为 Hodge 分 解 和 Lefschetz 分 解 的 另 一 个 应 用 , 我 们 将 讨论 Hodge-Riemann 双 线 性 
关系 。 通 过 设 


> k 
Q(éE,n) = énnw | 
我 们 定义 一 个 双 线 性 形式 


Q:H"*(M)®H (MC, 


注意 , 因为 w 是 实 的 , 所 以 @ 定义 了 在 H"**(M, 民 ) 上 的 双 线 性 形式 。 通 过 型 方面 的 考察 ， 
我 们 得 到 


Q(H?", Hr?) 一 0 除非 p 有 gq, 三 p's 
Hodge-Riemanm 双 线 性 关系 断言 : 对 一 个 本 原 类 和 € P?a(M) 和 有 =p 十 gq， 
Yl SI 0 
如 果 p 十 g 是 偶数 , 这 也 可 以 说 成 : 在 实 矢 量 空间 


(PP9 @® PI?)N HP M, R)= {€+é,€€ PP C 万 TCM1) 


上 , 二 次 形式 V- 了 “(一 1)W wD/2Q 是 正定 的 ; 如 果 p 十 g 是 奇数 , 双 线 性 关系 至 少 告 
诉 我 们 ，Q 是 P?t?(M) 上 非 退 化 的 反对 称 形式 。 在 任 一 种 情况 下 , 因为 我 们 有 Lefschetz 


分 解 


H™ = BDI:P™- 2 


和 Q(L*E,L*n) 二 Q(&,n), 所 以 从 双 线 性 形式 得 到 ，Q 在 8H"*(M) 上 是 非 退化 的 。 

我 们 不 一 般 性 地 完全 证 明 双 线性 关系 , 但 是 在 某 些 情形 下 验证 它 , 包括 了 在 我 们 的 几 
何 应 用 中 要 用 到 的 所 有 情形 。( 一 般 性 证 明 是 基于 下 列 事实 : 在 对 应 于 点 ZE M 的 微分 形 
式 的 整个 外 代数 


V = AC"*®A*Cn 
上 , 有 一 个 如 上 给 出 的 sl 作用 {L, A,h}。 把 V 分 解 到 本 原 空间 P*V 中 同 在 西 群 , 的 作 
用 下 分 解 V 是 一 样 的 , 并 且 因此 由 Schur 引 理 ，P* 上 任意 到 不 变 的 二 次 形式 必须 有 定 
义 。M 上 的 本 原 同调 形式 就 是 对 每 个 ze M 处 在 P* 中 的 那些 , 并 且 它 得 到 了 一 个 证 明 。 
在 slz 以 及 reg 下 分 解 V 得 到 与 U 的 作用 下 一 样 的 不 可 约 因子 , 这 个 结果 在 Hermann 
Weyl 的 The Classical Groups 一 书 中 给 出 证 明 , 一 一 一 般 地 , 它 意 味 着 没有 更 多 的 Hodge 
恒等式 。) 
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首先 , 设 M 是 紧 致 Riemann 曲面。 由 Hodge 分 解 得 到 ， 


Hi(M,C) = HY(M)@ HM) 
兰 HM,QN)e@ HM, NY), 
于 是 ，M 上 独立 的 全 纯 1 形式 (经 典 上 称 为 第 一 类 微分 ) 的 数目 等 于 Di(M)/2; 这 实际 上 是 


在 复 流 形 的 拓扑 和 它 的 解析 结构 之 间 建 立 的 第 一 个 联系 。 为 了 验证 M 的 双 线 性 关系 , 设 
€ 二 hh(z)dz E 万 100A0); 我 们 得 到 V=T“(-1)o-oo- 02 = VY-1, 并 且 


SE v=1 InPae A 


“0; 


一 般 地 , 对 任意 维 数 的 M, 通过 型 方面 的 考虑 ，H?*(M) 和 %?(2M) 是 本 原 的 , 并 且 
对 验证 它们 的 双 线 性 关系 也 用 同样 的 计算 。 实 际 上 , 它 是 通过 推导 全 纯 9 形式 的 Hodge- 
Riemann 双 线 性 关系 来 起 作用 , 对 全 纯 q 形式 , 我 们 首先 证 明了 全 纯 形 式 单 射 到 紧 致 Kihler 
流 形 的 上 同调 中 。 

现在 , 设 dim M = 2; 只 需 对 PY 来 验证 双 线 性 关系 。 设 《是 一 个 实 本 原 调和 (1,1) 形 
式 ; 用 局 域 乏 正 余 标 架 的 方式 , 我 们 写 出 


é = >， Eij PiPje 


因为 《是 实 的 ; 写 出 


/1 
w 二 (OI pa), 


V _ 
4《Aw = 5 (&11 + €22)P1 NB1 Mp2 APo， 


我 们 得 到 是 本 原 的 意味 着 &11 + £22 = 0。 对 双 线 性 关系 ， 
VT DN d) = -en 
AI 


= -|/ (—é11€22 + 2|€12|? — €22&11) 
M 
XP1AP1INP2 A 


ee (aS ) f er + ats) 


回想 在 一 般 的 维 数 为 2k 的 定向 紧 致 实 流 形 上 , 我 们 得 到 H*(X, 民 ) = ER(X) 上 的 双 
线性 形式 , 其 定义 为 


Q(n, €) = /nn 
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军权 


日 Poincar6 对 偶 ，@ 是 非 退 化 的 。 如 果 天 是 偶数 , 那么 8 是 对 称 的 , 并 且 我 们 可 以 把 8 的 
符号 差 作为 拓扑 不 变量 结合 到 X, 其 定义 为 C 的 矩阵 表示 中 正本 征 值 的 数目 减 去 负 本 征 值 
的 数目 。 Q@ 的 符号 差 称 为 流 形 X 的 指标 T(CX)。 当 然 , 如 果 M 是 维 数 为 2n 的 紧 臻 Kahler 
流 形 , 那么 , 在 五 *(M, 民 ) 中 = Q, 并 且 我 们 可 以 利用 双 线 性 关系 计算 M 的 指标 : 


去 个 2 一 w+0/2 pr'a ( MI) > 


P 十 q 三 0(2) 
2n 


NS 


我 们 知道 , 对 p+g = 0(2), 在 实 空间 (Pr?2x@PP)NH?T?(M,R) 上 VY (一 ])C+9+o-D/2GO > 
0; 因为 8(Ln, LE) = Qn, 台 ,所 以 我 们 得 到 


I(M) = 2 (VL (1) Pt D2 qim Pr (M) 


p+g=0(2) 
<2n 


>》，(-Dzdim Pr(M). 


p+g=0(2) 
<2n 


现在 , 由 Lefschetz 分 解 我 们 得 到 


p 
PPD2DT+TJI 一 > dim Pt, 


i=0 


因此 , 沿 着 Hodge 菱形 的 重 线 ， 


p—1 
(—1)’ dim Peery = (—1)PhPeri + 2 3 (一 Jet 
2 一 0 
并 且 最 后 我 们 可 以 写 出 
IM) > CP 2 (Che 


p+q=2n p+q==0(2) 
<2n 


或 者 ， 
IO00= 于 Drs 
2 十 q 三 0(2) 

最 后 一 个 等 式 成 立 利 用 了 对 偶 124 = h*-?*-9。 特 别 注意 , 在 Kihler 流 形 M 上 ,HY(M) 
的 杯 积 Q 正好 有 一 个 正本 征 值 ; 这 个 结果 常常 称 为 曲面 的 指标 定理 。 

最 后 注意 , 本 节 的 Hodge 定理 和 Lefschetz 定理 的 一 个 差别 是 : Lefschetz 定理 本 质 上 
是 拓扑 的 , 而 Hodge 定理 反映 了 特殊 流 形 M 的 解析 结构 。 比 如 , 如 果 我 们 取 实 流 形 , 给 
它 两 个 不 同 的 Kihler 复 结构 ，H* 的 Hodge 分 解 可 能 改变 一 一 群 (FPC ) ® 2 mn 
H?19(MM, 纪 ) 的 秩 可 能 会 跳动 一 一 但 是 Lefschetz 同 构 和 分 解 保持 不 变 。 
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第 一 章 复 代数 和 


在 射影 几何 中 , 代数 秘 被 定义 为 复 值 齐 次 多 项 式 零 点 的 集合 , 也 可 以 先 验 地 看 作 P” 的 
解析 子 簇 。 如 果 簇 是 光滑 的 , 那么 我 们 可 以 处 理 伴随 的 抽象 紧 致 复 流 形 , 对 簇 而 言 , 它 的 性 
质 是 内 缠 的 , 即 不 依赖 于 簇 的 不 同 敬 入 。 泛 泛 地 讲 , 我 们 将 把 代数 几何 当 作 代数 徐 内 组 和 
外 在 (或 射影 ) 性 质 之 间 的 相互 影响 来 研究 。 

在 第 一 节 , 我 们 引入 除 子 和 线 从 的 概念 ; 对 后 面 所 有 内 容 而 言 , 这 里 的 内 容 很 重要 。 
为 紧 致 复 流 形 不 容许 有 整体 全 纯 函 数 , 所 以 我 们 更 希望 可 以 将 其 结构 反映 在 流 形 上 整体 亚 
纯 函 数 和 相应 的 除 子 线性 系 中 ; 这 个 观点 在 经 典 代数 几何 中 是 一 个 基本 观点 。 与 除 子 相伴 
的 是 全 纯 线 从 , 与 亚 纯 函数 相伴 的 是 线 从 及 全 纯 截面 , 与 线 从 相伴 的 是 其 陈 ( 示 性 ) 类 。 接 下 
来 的 公式 对 处 理 代数 徐 上 的 余 维 数 为 1 的 子 簇 (曲线 上 的 点 , 曲面 上 的 曲线 等 ) 提 供 了 非常 
有 用 的 方法 , 这 是 1950 年 代 早 期 由 Kodaira, Spencer 及 其 他 人 发 展 起 来 的 。 

构造 有 给 定性 质 (比如 , 在 Riemann 曲面 上 给 定 主 部 ) 的 亚 纯 函数 的 根本 问题 是 容许 
有 局 部 解 的 问题 , 其 中 , 把 这 些 局 部 解 粘 在 一 起 得 到 整体 解 的 障碍 可 以 用 层 上 同调 群 来 表 
示 。 至 于 在 什么 情形 下 这 些 更 高 阶 的 群 等 于 零 , Kadauira 消 没 定理 提供 了 最 有 用 的 条 件 。 
这 是 一 个 值得 注意 的 结果 , 它 通过 位 势 论 和 微分 几何 来 证 明 , 但 是 在 最 后 , 证 明了 它 等 价 于 
与 复 代 数 复 的 超 平面 截面 的 拓扑 位 置 有 关 的 Lefschetz 定理 。 第 二 节 主 要 讨论 这 些 问 题 。 

在 第 三 节 , 我 们 进行 下 列 过 渡 : 
{抽象 紧 致 复 流 形 } 一 >{ 射 影 空间 中 的 代数 簇 }。 

中 间 步 又 是 射影 空间 中 的 解析 簇 ; 周 定 理 断 言 , 它 必 然 是 代数 徐 。 在 这 里 , 基本 思想 通过 两 
个 对 象 一 一 “Riemann 球面 上 的 整体 亚 纯 函 数 ” 和 “有 理 单 复 变 函数 ”一 一 的 等 价 来 说 明 。 
事实 上 的 后 果 是 , 我 们 既 可 以 在 局 部 上 复 解 析 地 , 也 可 以 在 整体 上 代数 地 得 到 同样 的 最 后 
结果 。 在 这 个 阶段 , 我 们 的 方法 是 解析 的 , 因为 这 更 容易 联系 到 代数 簇 的 拓扑 和 度量 性 质 ， 
但 是 , 最 后 对 我 们 所 讨论 的 多 项 式 方 程 的 解 的 理解 是 根本 性 的 。 

在 第 四 节 , 我 们 叙述 和 证 明了 从 代数 簇 衍 生出 来 的 那些 紧 致 复 流 形 的 Kodaira 特征 , 从 
而 在 筷 的 内 蕴 和 外 在 性 质 之 间 提 供 了 本 质 上 的 联系 。 这 个 散 入 定理 和 周 定理 是 存在 性 定 
理 一 一 对 于 得 到 射影 租 入 下 确定 簇 的 像 的 方程 , 它们 本 身 不 提供 构造 方法 -一 但 是 , 它们 一 
起 竟 定 了 用 解析 方法 处 理 代数 几何 的 思想 基础 。 

在 本 章 的 最 后 一 节 , 我 们 在 某 些 方面 详细 讨论 了 Grassmann 流 形 一 个 簇 , 它 的 点 
用 射影 空间 中 某 个 固定 维 数 的 线性 子 空间 来 表达 , 它 的 内 部 结构 反映 了 可 变 线性 子 空间 与 
固定 的 线性 子 空间 的 非 通 有 的 相交 。 把 这 个 讨论 放 在 这 里 的 一 个 原因 是 ，Grassmann 流 形 
很 好 地 表现 了 本 章 的 一 般 结构 定理 。 另 一 个 原因 是 在 后 面 的 章节 ，Schubert 运算 将 广泛 使 
用 , 而 它 是 线性 空间 中 从 Grassmann 流 形 的 结构 中 继承 的 非 通 有 的 接合 关系 的 定量 表示 。 
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1. 除 子 和 线 从 


除 子 
设 M 是 nn 维 复 流 形 , 但 不 一 定 紧 致 。 我 们 回顾 一 些 有 关 M 中 解析 超 曲面 的 知识 , 它 


来 自 第 零 章 第 一 节 : 
任意 nn 一 1 维 解析 子 饼 Vc M 是 一 个 解析 超 曲面 , 即 : 任 给 点 pe VC M, 在 的 全 
域 中 ,VV 可 以 作为 一 个 单 全 纯 函 数 /的 零点 集合 而 确定 。 还 有 , 在 点 的 邻 域 中 , 定义 在 p 
处 上 在 V 上 等 于 零 的 任意 全 纯 函数 g 被 整除 。 /被 称 为 己 点 附近 『 的 局 部 定义 函数 ， 
且 除 了 在 p 处 不 等 于 零 的 一 个 函数 因 了 之 外 是 唯一 的 。 
如 果 W 是 V* ==V 一 V 的 一 个 连通 分 量 , 那么 而 是 M 中 的 解析 子 马 。 因 此 可 以 
唯一 地 表示 为 不 可 约 解析 超 曲 面 的 并 


0 


其 中 ,Vi 是 V* 的 连通 分 量 的 闭 集 。 特 别 是 , V 是 不 可 约 的 当 且 仪 当 V* 是 连通 的 。 
现在 , 我 们 给 出 定义 : 
定义 : M 上 的 除 子 是 M 的 不 可 约 解 析 超 曲面 的 局 部 有 限 形式 上 的 线性 组 合 : 


D= 0 V. 


这 里 , “局 域 有 限 ” 的 意思 是 , 对 任意 pe M, 存在 p 的 一 个 邻 域 , 它 只 与 有 限 个 出 现 
在 DD 中 的 Vi 相交; 当然 , 如 果 M 是 紧 致 的 , 那么 这 就 意味 着 求 和 是 有 限 的 。 M 中 除 子 的 
集合 自然 形成 一 个 加 法 群 , 表示 为 Div(M)。 

如 果 任 给 i,，a; > 这 0, 那么 除 子 D = > aiVi 称 为 有 效 的 ; 对 有 效 的 D, 我 们 写作 D > 0。 
解析 超 曲 面 通常 等 价 于 除 子 > Vi, 其 中 Vi 是 VV 的 不 可 约 分 量 。 

设 V C M 为 不 可 约 超 曲面 , p Ee V 为 任意 点 ，f 为 p 点 附近 V 的 局 部 定义 函数 。 对 定 
义 在 p 点 附近 的 任意 全 纯 函 数 g，, 我 们 定义 p 处 V 中 9g 的 次 数 ordvyp(g) 为 最 大 整数 a, 使 
得 在 局 域 环 Ow 中 ， 


g= f°":h。 
日 第 9(10) 页 的 结果 : Cwy, 的 互 质 元 素 在 局 域 环 附近 保持 互 质 , 我 们 得 到 , 对 M 上 的 全 纯 
函数 9 ，ordvp(9) 不 依赖 于 点 p 。 我 们 可 以 直接 定义 V 中 9 的 次 数 ordv(g) 为 在 任意 点 
p EV 处 V 中 9g 的 次 数 。 注 意 , 对 任意 全 纯 函 数 g,h, 任意 不 可 约 超 曲面 V， 


和 EET 


ordv(gh) = ordv(9g) + ordv(h)。 
现在 , 设 了 为 M 上 的 亚 纯 函数 , 在 局 域 上 写作 


一 了 
J 
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其 中 ，g,h 是 全 纯 的 且 互 质 。 对 不 可 约 超 曲 面 V, 我 们 定义 
ordv(f) = ordv(g) — ordv(h)。 


当 ordv(f) = a > 0 时 , 我 们 通常 称 在 V 中 有 次 数 为 a 的 零点 , 当 ordv(f) = -~a <0 时 ， 
三 在 六 中 有 次 数 为 a 的 极点 。 
我 们 定义 亚 纯 函 数 有 的 除 子 (有 为 


(f) = ordv(f)V. 
V 


如 果 f 在 局 域 上 写作 g/h, 那么 我 们 定义 了 的 零点 除 子 (f)o 为 
(f)o = 23 0 VV 
和 极点 除 子 (有 为 
(f)w = > ordv(h) :VvV. 
很 明显 , 只 要 我 们 要 求 g 和 是 互 质 的 ， 它们 就 是 明确 定义 的 且 
(tj 


除 子 也 可 以 用 层 论 的 方法 进行 描述 , 如 下 : 设 .mr* 为 M 上 不 恒 等 于 零 的 亚 纯 函 数 的 乘 
法 层 ，O* 为 不 等 于 零 的 全 纯 函 数 子 层 。 那 么 M 上 的 除 子 就 是 商 层 NM*/O* 的 整体 截面 。 
男 一 方面 ,MN*/C” 的 整体 截面 {f} 由 M 的 开 履 六 {Vs} 和 UU。 上 


的 亚 纯 函数 f 寺 0 给 出 , 那么 , 任 给 VC M ,有 
ordv(fa) = ordv(fe), 
且 对 {了 f} , 我 们 可 以 伴随 有 除 子 
D= > ordv(fa) :V, 
V 


其 中 , 对 每 个 V, 我 们 选择 a 使 得 VNUs 关 9。 另外 , 给 定 
D= >_aiV, 
Vi 


我 们 可 以 找到 M 的 开 和 覆盖 {Us} 使 得 在 每 个 U6 中 , 出 现在 D 中 的 每 个 Vi 都 有 一 个 局 域 定 
义 函 数 giaE O(U。)。 于 是 我 们 可 以 设 定 


和 ls EM’*(U,) 
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来 得 到 .HM*/CO* 的 整体 截面 。 这 些 太 称 为 DD 的 局 域 定义 函数 。 从 定义 立即 得 到 , 等 式 
万 (Mr = Div(M) 


实际 上 是 一 个 同 态 。 
给 定 复 流 形 的 一 个 全 纯 上 映射: M 一 N, 通过 对 入 上 的 每 个 除 子 D = ({06}, {fa} 位 
随 M 上 的 拖 回 除 子 Tw*D = ({rIDa {rf}), 我 们 定义 一 个 映射 


7 :Div(N) — Div(M); 


只 要 x(M) YD, 这 就 有 明确 的 定义 。 注 意 , 对 由 解析 超 曲 面 V CN 给 出 的 N 上 的 除 子 ， 
M 上 的 拖 回 除 子 r*T 处 在 了 上 , 但 是 不 需要 与 解析 超 曲面 4-!(V) C M 相 一 致 一 可 以 
出 现 多 重度 。 

在 接 下 来 讨论 线 从 之 前 , 我 们 想 再 多 评论 一 下 。 在 Riemann 曲面 M 上 , 任意 点 都 是 一 
个 不 可 约 解 析 超 曲面, 且 因 此 明显 有 Div(1M) 总 是 很 大 的 。 这 在 某 种 意义 上 令 人 误解 : 维 数 
大 于 1 的 复 流 形 M 根本 不 需要 有 在 它 上 面 的 任何 非 零 除 子 。 然 而 , 如 果 M 被 嵌入 到 射影 
室 间 PN 中 , 那么 , M 与 PN 的 超 平面 的 相交 生成 了 大 量 除 子 。 实 际 上 , 在 所 有 紧 致 复 流 形 
之 中 , 可 嵌入 到 射影 空间 的 那些 可 以 通过 有 “充分 多 ” 除 子 来 被 刻画 , 在 后 面 的 章节 中 我 们 
将 在 某 种 意义 上 把 它 精确 化 。 


线 从 


在 本 节 所 讨论 的 所 有 线 从 都 取 作 全 纯 的 。 回 想 对 复 流 形 M 上 的 任意 全 纯 线 从 
一; M, 我 们 可 以 找到 M 的 一 个 开 覆盖 {Us} 和 Lv, = -1(U) 的 平庸 化 


pa: Lu, — Us XC。 


相对 于 平庸 化 {yp。}, 由 


dade (pp) eC 
我 们 定义 工 的 转换 函数 gag : Us Usa 一 C*。 函 数 gas 明显 是 全 纯 和 不 等 于 零 的 , 量 满 足 


da6 “ YBa 二 1, 
(*) | 


YaB “ YBy “ YIya 二 下 


相反 , 给 定 满足 这 些 等 式 的 函数 {gao E 0O* (Us mn Vs)} 的 集合 体 , 通过 取 所 有 a 上 Us。xC 
的 并 和 由 gas(2) 的 乘法 来 确定 Us x C 和 Us x C 中 的 {2} x C, 我 们 可 以 构造 一 个 转换 函 
数 为 {gas} 的 线 从 工 。 

现在 , 如 上 给 出 五, 任 给 非 零 全 纯 函 数 六 s C0*(U) 的 集合 体 , 我 们 可 以 通过 


po = fa: Pa 
来 定义 {0s。} 上 工 的 任 一 平庸 化 ; 于 是 , 相对 于 {yp4} 的 工 的 转换 函数 g/g 由 


(x**) gap = 和 “ Jap 
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给 出 。 另 一 方面 , {Vs} 上 工 的 任何 其 它 的 平庸 化 都 可 以 用 这 种 方法 得 到 , 且 因 此 我 们 
得 到 , 转换 函数 的 集合 体 {gas} 和 {9g} 确定 同样 的 线 从 等 价 于 存在 满足 (**) 的 函数 
fa ECO"(Ua)。 
转换 函数 得 到 的 线 从 的 描写 很 适用 于 层 论 的 解释 。 首 先 , 线 从 工 一 M 的 转换 函数 
{9a8 E 0O*(Us 站 Us)} 表示 系数 在 0* 中 ，M 上 的 一 个 Cech 1- 上 链 ; 关系 式 (*) 直接 断言 
6({9a8}) = 0, 即 , {gag} 是 一 个 Cech 闭 链 。 还 有 , 通过 上 一 段 , 两 个 闭 链 {gas} 和 {gs} 定 
义 同样 的 线 从 , 当 且 仅 当 它们 的 差别 {gag :9 他 } 是 一 个 Cech 上 边缘 ; 因此 , M 上 线 从 的 集 
合 就 是 Hi(M, C0*)。 

我 们 可 以 给 M 上 的 线 从 集合 以 群 的 结构 , 乘法 由 张 量 积 给 出 , 逆 运 算 由 对 偶 丛 给 出 。 
如 果 工 由 {9ae} 的 内 容 给 出 ，L' 由 {944} 给 出 , 那么 , 我 们 得 到 

L@L ~ {gap9ss}, TL ~ {928), 

且 因 此 线 丛 集合 上 的 群 结构 与 了 H1(M, 2*) 上 的 群 结构 是 一 样 的 。 群 1(M, 0*) 称 为 M 的 
Picard 群 , 表示 为 Pic(M)。 

我 们 现在 描述 除 子 和 线 从 之 间 的 基本 对 应 。 设 DD 是 M 上 的 除 子 , 在 M 的 某 些 开 覆 盖 
{Ua} 上 的 局 域 定义 函数 为 六 e .MNM*(U。)。 于 是 , 函数 


EET 


ge 
CO 遍 
在 [mVs 中 是 全 纯 和 非 零 的 , 日 在 Us UsnU 中 有 


sd he 
SoD 


Le 


转换 函数 {gag = fo/fe} 给 出 的 线 从 称 为 D 的 伴随 线 从 , 写作 [D]。 我 们 来 验证 它 有 明 
确 的 定义 : 如 果 { 凡 } 是 的 任 一 局 域 定 义 函 数 , 那么 ho = 大 /及 E 0O*(U。), 且 对 每 对 a, 1， 


/ 
h 
/ a B 
a= 
jp hoa 


这 个 对 应 | ] 直接 有 如 下 性 质 : 首先 , 如 果 D 和 也 是 分 别 由 局 域 定义 函数 {f4} 和 
{j 给 出 的 两 个 除 子 , 那么 DD 十 D' 由 {ff: 及 } 给 出 ; 得 到 


[D+D']= [DI ®{D), 


因此 映射 
[ ] :Div(M) 一 Pic(M) 
是 同 态 。 其 次 , 如 果 对 某 些 M 上 的 亚 纯 函 数 f 有 DD = (有 ), 那么 , 我 们 可 以 把 函数 大 = flv， 
看 作 任意 履 盖 {U0s。} 上 DD 的 局 域 定 义 函 数 ; 因此 , f/fs = 1 且 [D] 是 平 良 的 。 相 反 , 如 果 姜 
局 域 定义 函数 {f4} 给 出 且 线 从 [D] 是 平庸 的 , 那么 存在 函数 An < CO*(U6), 使 得 
fa hoa 


fF 了 ) 


> da = 
Po 


EH 
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那么 , f = f。: hz! = 户 .77 是 除 子 为 D 的 M 上 的 一 个 整体 亚 纯 函数 。 因 此 , M 上 伴随 除 
子 万 的 线 丛 [D] 是 平庸 的 , 当 且 仅 当 DD 是 一 个 亚 纯 函 数 的 除 子 。 我 们 称 M 上 的 两 个 除 子 
D 和 D’' 是 线性 等 价 的 并 写作 D ~ D', 如 果 对 某 些 fe .MN*(M) 有 DD' 十 (用 ,或 等 价 地 
如 果 有 [D] = [D1]。 
还 有 , 注意 到 | ] 是 一 个 函 子 : 即 , 如 果 f : M 一 N 是 复 流 形 的 一 个 全 纯 映射 , 那么 容 
易 验 证 , 任 给 D € Div(N)， 
7([D]) = [7*(D)]。 


所 有 的 这 些 结论 都 强 含 在 对 应 | |] 的 下 列 上 同调 解释 中 了 。M 上 的 恰当 层 序列 


部 分 给 出 了 上 同调 群 的 恰当 序列 


HM, .9 > MM O) HM, O°). 
读者 容易 验证 , 在 自然 等 式 
Div(M) = HM,MN*/O) 和 Pic(M) = 页 (MO 
下 , 任 给 M 上 的 亚 纯 函数 f, 有 
jf A (f), 
和 任 给 M 上 的 除 子 D, 有 
5D = [D]。 
的 确 , 我 们 一 般 将 打破 以 前 乘法 的 概念 , 对 两 个 线 从 的 张 量 积 写作 工 十 或 对 工 的 第 m 次 
张 量 究 写作 mL。 
我 们 现在 将 讨论 线 从 的 全 纯 和 亚 纯 截面 。 设 L 一 M 是 全 纯 线 从 ，M 的 开 窗 盖 {U6} 


上 的 平庸 化 为 pa : Ze 一 Va x C, 对 应 于 {pa} 的 转换 函数 为 {gag}。 正 如 我 们 已 经 看 到 
的 , 平庸 化 wu 诱导 出 同 构 


Pa: OD (Ua) 一 OUo); 


通过 对 应 


s€E OU) TD {sa= pals) E OU NUo)} 


我 们 得 到 , VC M 上 工 的 截面 正好 由 一 组 函数 sa。€ O(U ND) 给 出 , 此 函数 在 UNUsNUs 
满足 


Sa 二 YaB 36。 
用 同样 的 方法 , VU 上 工 的 亚 纯 截面 s 一 一 定义 为 层 6(L) Be .6 的 截面 日 一 组 亚 纯 
函数 sa。 € NM(U Nn Ua) 给 出 , 在 UNUaNn Us 中 满足 se = gap sp。 注意 , 工 的 两 个 亚 纯 截 面 
5, 5' 关 0 的 商 是 有 明确 定义 的 亚 纯 函数 。 


Ei 
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如 果 s 是 工 的 整体 亚 纯 截面 ss/ss e Ce(Us vs), 且 因此 任 给 不 可 约 超 曲面 了 C M， 


ordv(sau) = ordv(so)。 
从 而 , 任 给 a, 我 们 可 以 定义 了 上 s 的 次 数 为 


ordv(s) = ordv(sa) 


使 得 Us NV 关 0; 我 们 取 亚 纯 截 面 s 的 除 子 (s) 为 
(s) = > ordv(s) ‘Vo 
V 


从 这 个 约定 得 到 , s 是 全 纯 的 当 且 仅 当 (s) 是 有 效 的 。 

现在 , 如 果 D € Div(M) 由 局 域 定 义 函 数 fe€ NM(U6) 给 出 , 那么 , 函数 大 明显 地 给 
了 [D] 的 亚 纯 截 面 sy, (sy) = D。 相 反 , 如 果 工 由 转换 函数 为 gp 的 平庸 化 eu 给 出 , 且 s 是 
工 的 任意 整体 全 纯 截面 , 我 们 得 到 : 


Sa 
二 ga6， 
即 , 工 = [(s)]。 因 此 , 如 果 DD 是 任何 使 得 |[D] = 工 的 除 子 , 那么 存在 (s) = 万 的 工 的 一 个 亚 
纯 截面 , 且 任 给 二 的 亚 纯 截面 s, 上 L = [(s)j]。 特别 是 , 我 们 得 到 , 二 是 伴随 于 M 上 某 些 除 子 
万 的 线 丛 , 当 且 仅 当 它 有 不 恒 等 于 零 的 一 个 整体 亚 纯 截 面 ; 它 是 一 个 有 效 除 子 的 线 丛 当 且 
仅 当 它 有 一 个 非 平 庸 的 整体 全 纯 截 面 。 
我 们 也 可 以 从 如 下 观点 来 看 这 个 对 应 : 在 M 上 给 定 除 子 


D= jaiV, 


设 .名 (D) 表示 M 上 亚 纯 函数 f 的 空间 , 使 得 


有 


即 , 在 M -U 上 是 全 纯 的 , 有 

ordv;(f) > —ai。 
我 们 用 |D| C Div(M) 表示 线性 等 价 于 D 的 所 有 有 效 除 子 的 集合 ; 任 给 工 = [DJ, 我 们 把 
万 | 写作 |L。 设 so 为 [D] 的 一 个 整体 亚 纯 截面 , 有 (so) = D。 那 么 , 任 给 [D] 的 整体 全 纯 
截面 , 商 


是 M 上 的 亚 纯 函数 , 有 


即 ， 
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且 
(3) DF (Db 


另 一 方面 , 任 给 六 es .名 (D), [D|] 的 截面 s = fso 是 全 纯 的 。 因 此 , so 的 乘法 给 出 等 式 


2(D) 2 HM, CD]))。 


现在 , 假设 M 是 紧 致 的 。 对 每 个 D'e | 刀 |, 存在 fe (DD) 使 得 


D'=D+(f), 


且 , 相反 地 , 任意 两 个 这 样 的 函数 f, 了 ' 差 一 个 非 零 常数 。 因 此 , 我 们 有 额外 的 对 应 
ID| SP(Z(D)) SE PH (M, 0([D)))). 


一 般 地 , 对 某 些 工 一 M, 对 应 于 了 (BC OC([D]))) 的 线性 子 空间 的 M 上 有 效 除 子 的 
族 称 为 除 子 的 线性 系 ; 如 果 线 性 系 有 |D| 的 形式 , 即 , 如 果 它 包含 线性 等 价 于 其 任何 项 的 每 
个 有 效 除 子 , 那么 它 称 为 完备 的 。 当 我 们 讲 线性 系 的 维 数 时 , 我 们 指 的 是 用 参数 表示 它 的 
射影 空间 的 维 数 ; 因此 , 对 伴随 于 除 子 D 的 完备 线性 系 的 维 数 , 当 我 们 写 出 dim |D| 时 , 有 


dim|D|= 1(M, 06(D))— 1。 


维 数 为 1 的 线性 系 称 为 束 , 维 数 为 2 的 称 为 网 , 维 数 为 3 的 称 为 罗 。 
我 们 在 这 里 将 谈 谈 线性 系 的 两 个 特殊 性 质 。 第 一 个 性 质 是 初等 的 : 如 果 = {Da}xepn 
是 一 个 线性 系 , 那么 , 任 给 P” 中 线性 独立 的 0,…, An, 有 


DauN:END,= (| De 
和 EPn 
在 线性 系 中 , 除 子 的 公 交集 条 尔 为 体系 的 基 轨 迹 ; 特别 是 , 基 轨 迹 中 的 除 子 一 一 即 , 使 得 
任 给 和 有 DD、 一 称 为 古 的 一 个 国定 分 量 。 
第 二 个 个 性 质 更 值得 注意 就 象 第 一 个 , 它 对 线性 系 也 是 特殊 的 , 不 是 除 子 一 般 族 的 情形 ， 
是 遇 | 六 看 贡 般 族 的 情形 。 这 就 是 
Bertini 定理 : 不 在 体系 基 轨 迹 上 的 线性 系 的 普通 元 素 是 光滑 的 。 
证 明 : 如 果 不 在 体系 基 轨 迹 上 的 线性 系 的 一 般 元 素 是 奇异 的 , 那么 对 包含 在 体系 中 的 一 般 
的 束 同 样 正 确 ; 因此 , 对 于 束 来 证 明 Bertini 定理 就 足够 了 。 
假设 {1DA}xeei 是 一 个 束 , 在 包含 于 M 中 的 多 圆 盘 和 中 由 


DA 三 (2 十 入 902 ,Zn) = 0) 
给 出 , 假设 已 是 除 子 DM( 和 冯 0,o0) 的 奇异 点 但 不 在 束 的 基 轨 迹 B 中。 于 是 我 们 有 


f(P)+ Ng(P)=0 
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和 


和 二 
Be Ce 


9 17/ 


(jz 一 [DA (09/022)(P) 


i=1,... 


jE -09 
g(P) Oz 


(P)=0。 


一 0。 


Da 


Oz; \g 


g(P) 


现在 , 除 子 D、 的 奇异 点 的 轨迹 VV, 是 人 的 一 个 解析 子 簇 , 它 局 域 上 是 在 艇 5 C 人 x PX 被 


方程 {f 十 入 g = 0,0f/0%; + 和 0g/0%; 


[的 计算 , 比值 


= 0} 切 掉 的 A 中 的 像 。 但 是 通过 上 再 


f/9 在 V 一 B 的 每 个 连通 分 量 上 是 常数 , 因此 , Y 只 与 不 在 {DA} 的 基 轨 迹 上 的 有 限 多 除 子 


DD、 相交 。 


证 毕 。 


这 里 , 基本 点 是 , 基 轨 迹 为 B 的 束 {Dxer 给 出 一 个 全 纯 映 射 


因为 日 
的 细 化 。 
对 线 从 这 节 我 们 做 最 后 一 个 的 


M-B-—P, 


线性 , 每 个 pe M 一 B 在 一 个 唯一 的 DA 上 。Bertini 定理 是 这 个 映射 的 Sard 定理 


讨论 , 它 在 整 书 中 都 要 重复 使 用 。 回 想 一 下 , 如 果 


万 = jaiV; 是 复 流 形 上 任意 有 效 除 子 ，so e H?(M,O([D]) 是 除 子 为 万 的 [D] 的 截面 , 那 


么 , 与 so 的 张 量化 给 出 一 个 等 式 一 一 


的 全 纯 截 面 之 间 。 更 一 般 地 , 如 果 瑟 
我 们 把 有 Vi 上 次 数 < ai 的 极点 的 厂 
的 五 的 截面 层 写作 @(- 盖 )。 再 次 有 ， 


(*) 


因此 , 特别 是 , 如 果 D 是 光滑 解析 超 | 


0 一 Ou(E®|-D|) 


是 恰当 的 , 其 中 7 是 限制 映射 。 因 此 ， 


在 有 Vi 上 次 数 和 a; 的 极点 的 M 上 的 亚 纯 函 数 和 [DD] 
是 M 上 任意 全 纯 矢 量 丛 , 8 是 它 的 全 纯 截 面 层 , 那么 ， 
的 全 纯 截 面 层 写作 8(D), 把 有 沿 Vi 次数 之 ai 的 零点 
与 50 或 s01 张 量化 给 出 等 式 


3 0O(E ®[D)), 
| 


由 面 , 那么 层 序列 


®s 
a OW 


(E)— Op(E|lp)— 0 


我 们 将 默认 等 式 (*), 把 O(|D]) 写作 C(D)。 
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线 丛 的 陈 类 
现在 , 设 M 为 维 数 为 n 的 紧 致 复 流 形 。 层 的 恰当 序列 


exp 


0—Z— 0—0"—0 


给 出 上 同调 
Hi(M,0*) 2 H2(M,Z) 
中 的 一 个 边缘 映射 。 对 线 从 工 E Pic(M) = H1(M,0*), 我 们 把 工 的 第 一 陈 类 ci(Z) (或 简化 
为 陈 类 ) 定义 为 5(L) € 有 H2(MM,Z); 对 M 上 的 一 个 除 子 也 , 我 们 定义 DD 的 陈 类 为 cl(LD])。 
用 有 点 含糊 的 话说 , 我 们 以 后 有 时 把 在 自然 映射 有 ?2(M,Z) 一 Hon(M) 下 ci(L) 的 像 写 作 
ci(L) € HnR(M). 
作为 这 个 定义 的 直接 结果 , 注意 有 : 


a(L®L)= ac(L)+a(L’) 


和 
ca(L’) = -ca(L)。 
还 有 , 如 果 f : M 一 NN 是 复 流 形 的 全 纯 映 射 , 那么 图 
Hi(M,0*) — H?(M,Z) 
人 位 


FIUN Dr — H?(N,Z) 
是 交换 的 , 使 得 对 任何 线 丛 工 一 N 有 ， 
a(f*L) = fre(L). 


在 本 小 节 中 , 我 们 将 讨论 的 是 陈 类 的 两 个 不 同 解释 ; 然而 , 首先 我 们 希望 做 一 下 观察 : 
设 or 和 gyY* 分 别 表示 C% 和 非 零 的 Cee 函数 屋 。 那 么 , Ce 复线 从 工 的 转换 函数 给 出 
一 个 Cech 上 闭 链 
A 
并 且 , 通过 与 全 纯 从 同样 的 讨论 , 除了 一 个 Cw 同 构 外 , 丛 工 由 上 同调 类 [{gog}] < 
H1(M, 确定 。 现 在 , 我 们 有 一 个 恰当 层 序列 


0—>Z— "0, 


并 且 , 因为 在 Cech 上 同调 中 的 长 序列 是 函 子 的 , 所 以 包含 映射 6 一 gf 和 0O* 一 or 给 出 
了 下列 交 换 图 : 


FI oo) 一 PIN 2 H?(M,Z) 


| 


HiM,6) 一 HIM,0) 一 HI(M,D), 
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其 中 每 行 都 是 恰当 的 。 因 此 , 我 们 可 以 把 C™” 线 从 的 陈 类 ci(Z) 定义 为 8 (万 , 并 且 , 这 个 定 
义 与 上 面 的 全 纯 丛 的 定义 一 致 。 但 是 , 在 上 一 行 , 我 们 得 到 1(M, 97) = 0, 因为 层 7 是 好 
层 ; 结果 就 是 : 除了 一 个 Cs 同 构 外 , 复线 从 由 其 陈 类 确定 。 

现在 回想 一 下 , 对 秩 为 k 的 任意 矢量 从 万 一 M 和 马上 的 任意 联络 D, 曲率 算 子 D? 表 
不 为 2- 形 式 的 有 x 矩阵 96。 一 一 用 Us。 上 友 的 平庸 化 eu 的 方式 ; 如 果 Bg 是 另 一 个 平庸 
化 , 那么 我 们 有 


Oa = gap + Op + ga8, 
其 中 ，gao : Us Nn Ug 一 GLx 是 相对 于 gp。 和 pa 的 转换 函数 。 特 别 是 , 如 果 户 是 线 从 , 因为 
GLi = C* 是 对 易 的 , 所 以 9 = 9。 = 968 是 次 数 为 2 的 整体 定义 的 闭 微分 形式 , 称 为 忆 的 
曲率 形式 。 
再 回想 一 下 ,对 维 数 为 大 的 任意 解析 子 复 了 C M, 我 们 已 经 定义 了 基本 类 (V) € 
ok 了 R), 它 由 HA&(M) 上 的 线性 泛 函 给 


V 


我 们 用 mv 表示 它 的 Poincaré 对 偶 。 特 别 是 , 我 们 取 M 上 除 子 D = aiVi 的 基本 类 为 
》 ai(V); 把 它 的 Pioncaré 对 偶 表 示 为 


ID 一 >》 ai Me 
本 小 节 主 要 证 明了 
命题 1. 对 任意 曲率 形式 为 9 的 线 从 工 ， 
a 
i 局 < H2,(M). 


2. 如 果 对 某 些 D e Div(M) 有 二 = [D], 那么 ， 
cl(Z)=Ip € Hbr(M). 


证 明 : 首先 , 我 们 用 相对 于 M 的 禾 盖 UV = {U4。} 的 平庸 化 pe 和 转换 函数 gus 把 线 从 
LL 一 M 的 a(L) 的 定义 展开 。 我们 可 以 假定 开 集 U。 是 单 连通 的 , 并 设 


ho 一 a ] a 
一 O o 
Bb 5 二 了 8 YaB 


EE 


昌 5 的 定义 , 如 果 我 们 设 


Za8y = hag + hpy— hay 
= zr (0g ga6 + log gpy — loga»), 


那么 , {zapy} es 22DZ,Z) 是 表示 ci(Z) 的 一 个 上 闭 链 。 
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现在 , 在 亏 上 选择 任意 的 联络 万。 用 Us。 上 标 架 e。(z) = pa1(z,1) 的 方式 , D 由 其 联络 
矩阵 给 出 , 在 这 种 情形 下 它 是 一 个 二 形式 0.。 就 象 我 们 在 第 零 张 第 五 节 计 算出 的 一 样 , 在 
Van Us 中， 


bu = gapgp9ga5 十 dgap 955， 
即 ， 
0 — 04 = 一 9z3dgap = —d(log gop)， 
并 且 , 曲率 矩阵 是 整体 2- 形 式 


O= ds, — to NOs =d0.=d0p。 


因为 9 由 一 个 闭 2- 形 式 给 出 , ci(Z) 由 一 个 Cech 上 闭 链 给 出 , 所 以 我 们 现在 必须 考虑 
de Rham 同 构 的 显 形式 。 从 de Rham 定理 的 证 明 , 我 们 有 层 的 恰当 序列 


0 一 到 一 cz 一 2 一 0 0 一 2 一 录 r 一 2 一 0， 


它 给 出 边缘 同 构 


H° (2?) 01 1 1 1 1 
or (2 ), H (2) 


为 了 计算 51(9), 我 们 把 6 在 局 域 上 写作 d9。; 从 51 的 定义 我 们 得 到 


2 HI(R). 


01(©) = {06 — ba} € 2 (G1). 
现在 , 09 一 bg = -dlog gag, 所 以 
62601(©) = 62({08 — O00}) 
= {~—(log gag + logg8y — log goy)} 
= —2rV-l:.c(L)。 


为 了 证 明 命 题 2, 我 们 必须 证 明 : 对 从 [D] 的 曲率 和 矩阵 8, 上 同调 类 [(V-1/27)9|] 是 
(D) = a(WVW) 的 Poincaré 对 偶 一 一 即 , 对 每 个 闭 的 实 形式 € A??-2(MM)， 


/env- Saf 


因为 Da([D) 和 加 np 都 是 从 Div(M) 到 H2%(M) 的 同 态 , 所 以 我 们 可 以 把 万 = 了 
取 为 不 可 约 子 簇 。 

首先 , 我 们 计算 [D] 上 度量 联络 的 曲率 形式 。 为 此 , 设 。 是 [V] 的 局 域 非 零 全 纯 截 面 
并 且 写 作 


le(2P 三 人 2)。 
那么 对 任意 截面 s = A.e, 采用 标 架 e 的 方式 的 度量 联络 D 的 联络 矩阵 9 必须 满足 


0 = 601 
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和 
qd(s|) = (Ds,s) + (s, Ds) 
= ((dM+0Me,Xe) + (Xe, (dX + 6X)e) 
= h.A-dA+h:.A.dAt+h.|A(0+0)。 
现在 ， 
d(ls| 妆 = cd: 入 .有 
= 妨 . 入 .qdA 十 灵 . 入 .GOA 十 | 和 .dh 
所 以 我 们 有 下 
dt 


即 , 0 = Ologh = Olog le 和 


© = dd—-0A0=d0 
= 01log |e? 
= 2rV-=-1lddclog je 
注意 , 这 对 任意 非 零 全 纯 截 面 e 都 成 立 。 
现在 , 设 D =V 由 局 域 定义 函数 f 给 出 , 并 设 s 是 ID] 的 整体 截面 {f。}, 它 在 了 上 恰 


好 等 于 零 。 设 


D(e) = (ls(2)| < sj c M。 
对 小 的 s, D(s) 就 是 M 中 环绕 V 的 管状 邻 域 , 且 由 Stokes 定理 


/evy = lim27rV 一 | 
M e—0 


dd° log |s| A 
) 


M—D(e 


2 不 
= lim | 一 -一 ) delog|s| ”和 Aw。 
S30 ( 于 0D(e) 


|s| ER [Fol E ho > fa E fo ha, 


在 UsNnD(e) 中 , 写作 


其 中 , hh > 0; 我 们 有 


lo 
过 (Blog 赤 -blog 大 +(5-Db)logha)。 
T 


因为 delog hs 是 有 界 的 , 且 当 = 一 0 时 vol(9D(e)) 一 0 一 一 就 象 我 们 在 解析 簇 的 Stokes 定 
理 的 证 明 中 看 到 的 一 样 , 所 以 我 们 推导 出 : 


lim dlog hs 和 vy = 0。 
< 0 Jap(e) 
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还 有 , 91og fs = 01og fo, 且 因 为 vw 是 实 的 , 这 意味 着 


| dsj rw= /olo8fow. 

aD(e) oD(e) 

因此 , 在 UV 中， 
各 5 i = lm Vim | Olog fa Ny。 
e—0 A/ 一 | | e—0 aD(e) 


现在 , 在 任意 光滑 点 zo E VN Usa 的 邻 域 中 , 我 们 可 以 找到 wi = fi 的 一 个 全 纯 坐 标 
系 。 写 出 尹 = 多 (w)dw' 信 dw 十 p, 其 中 ,w= (wi,…,wn) 和 的 所 有 项 或 者 包含 dwi, 或 
者 包含 dwi; 那么 , 在 环绕 2 的 任意 多 圆 盘 中 ， 


lim Olog fo A\vY = lim — (ww) :dw A dw 
< 0./5D(e)nA < 0 Jlhwil=e WI 
二 2rv=1 | VW(0, WwW) : dw A dw 
= 27V 一 | 人 
VNA 


且 因 此 ， 


/ev 加 -Vm (anv fv 
证 毕 


结论 : 陈 类 cl([D]) 在 一 方面 表示 除 子 D 携带 的 基本 同调 闭 链 的 PoincarE 对 偶 ; 另 一 
方面 在 de Rham 上 同调 中 由 线 从 [|D] 中 任意 联络 的 曲率 的 (V 一 1/27) 倍 给 出 。 它 对 以 后 
的 内 容 有 根本 的 重要 性 。 这 个 引 理 的 证 明 方 法 , 即 把 Stokes 定理 应 用 到 有 奇异 点 的 微分 形 
式 一 一 也 是 普 吉 存在 的 , 并 且 将 在 第 三 章 中 系统 讨论 。 

这 个 引 理 最 直接 的 后 果 是 , 亚 纯 函数 的 除 子 (有 ) 同调 于 零 。 这 直接 可 以 看 清楚 : 在 
Riemann 球 访 上 从 和 0=o0 到 入 = ceo 男 一 个 弧 y, 那么 除 子 


{(Nf + Ai) osey 


画 出 一 个 链 , 其 边缘 为 (f)0 一 (f)。 
例子 
1. 在 M 是 紧 致 连通 Riemann 曲面 的 情况 下 , M 上 的 除 子 D 就 是 多 重度 为 m 的 点 
pi € MM 的 有 限 和 
1Se > maipis 
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万 的 次 数 定义 为 它 的 基本 类 (D) e Ho(M,Z) 兰 2; 明显 地 ， 


degD 一 >》 
通过 上 述 引 理 , 如 果 9 是 线 从 [D] 中 联络 的 曲率 形式 , 那么 
—] 
3 { 0= (a([D), IM) = deeD. 
M 


一 般 地 , 我 们 把 M 上 线 从 的 次 数 定义 为 


deg(£) = (ci(5), [M])), 


或 换 名 话说 , 在 由 M 上 自然 定向 给 出 的 同 构 8?(M,2Z) 法 Z 下 , deg(L) = ci(L)。 
注意 , 由 第 69(77) 页 证 明 的 在 Riemann 曲面 切 从 上 度量 联络 的 曲率 形式 @ 和 通常 的 
Guass 曲率 Ky 之 间 的 关系 , 经 典 的 Gauss-Bonnet 定理 给 出 : 


ET 


1 
dsro0) = 去 上 KM 下 =X(A)。 
M 


昌 来 目 P* 上 指数 序列 的 上 同调 序列 


局 
下 


Hi(P”,06) 一 Hi(P”,0”) 二 H’*(P",Z) 


和 五 1(P", OZ) 等 于 零 (第 一 章 第 七 节 ), 我 们 得 到 , P* 上 的 每 个 线 从 都 由 其 陈 类 确定 , 即 ， 
Pic(P”) SS FH2(P",Z) SZ, 


换 句 话说 , P 上 的 每 个 除 子 都 线性 等 价 于 一 个 超 平面 除 子 也 == P”-!1 C 到 的 倍数 。 伴 随 
于 Pp" 的 超 平面 的 从 [| 称 为 超 平 面 丛 ; 它 的 道 , J = [8H]* = [一 Hl, 称 为 P* 上 的 万 有 从 。 

我 们 可 以 给 出 P* 上 万 有 从 > 了 的 如 下 的 直接 几何 构造 。 设 到 xC"+ 是 了 上 秩 为 n+1 
的 平庸 从 , 所 有 纤维 都 恒 等 于 C?"+l。 那 么 , 万 有 从 就 是 P" x Co?+i 的 子 从 J, 其 在 每 一 点 
2 < P" 的 纤维 是 用 2Z 表示 的 C"+1 中 的 直线 , 即 ， 


NN el 


为 了 看 明白 实际 上 J 了 = [一 如 , 考虑 w= (Zo 关 0) Cp" 上 由 


Z1 Li 
A | (ee 
eol ) (有 到 


给 出 的 J 的 截面 eo。eo 明显 在 中 是 全 纯 和 非 零 的 , 并 扩张 到 沿 超 平面 (2o = 0) C 了 B" 有 
阶 为 1 的 极点 的 7 的 一 个 整体 亚 纯 截面 。 因 此 , J = [(eo)] = [有 本。 

如 果 M C P" 是 射影 空间 的 子 流 形 , 那么 我 们 通常 到 M 的 [如 一 P" 的 限制 为 M 上 的 
超 平面 从 ; 由 函 子 性 , 它 是 伴随 于 M 的 普通 超 平面 截面 了 -mn MM 的 线 丛 。 
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3. 设 M 是 紧 致 复 流 形 ， VC M 是 光滑 解析 超 曲 面 。 回 想 我 们 定义 VV 上 的 法 从 Nv 为 
商 线 从 


Tv 

Ty 

我 们 定义 余 法 从 Ng 为 Nv 的 对 偶 ; 它 是 Ti]v 的 子 从 , 由 在 TIC Thylv 上 为 零 的 M 的 余 
切 矢量 组 成 。 

对 光滑 超 曲面 V 上 的 余 法 从 , 有 一 个 简单 的 公式 , 我 们 现在 来 推导 它 : 假设 V 在 局 域 
上 由 函数 f。 < CO(U6) 给 出 ; 那么 M 上 的 线 从 [V] 由 转换 函数 fgus = f/fa} 给 出 。 现 在 ， 
因为 在 VN Us 上 ==0, 所 以 微分 dfs 是 Y 的 余 法 从 Nr 的 截面 ; 因为 V 是 光滑 的 , 所 以 
d 处 处 非 零 。 还 有 , 在 Us 由 Ua 中 VV 上, 我 们 有 


df = d(gagfa) 
$e dgagp fe 十 gap djo 
二 ba6 djp 
即 ,截面 听 ET O(NY)) 一 起 给 出 NM @ [|V] 的 一 个 非 替 全 纯 截面 。 因 此 , MY @ [|V] 是 


平庸 线 从 ; 即 
从 属 公式 I 


Nyv = 


Ny = [-Vlv。 
4. 一 般 地 , 一 个 最 重要 的 线 从 是 全 纯 余 切 从 的 最 高 次 外 积 


Ku = MA” THY, 


称 为 n 维 复 流 形 M 的 标准 从 。Kw 的 全 纯 截 面 是 全 纯 n 形 式 , 即 , CO(Kjy) = Q7 。 
我 们 将 计算 射影 空间 的 标准 从 Kpn: 设 Zo0,… ,2 是 Pr* 上 的 齐 次 坐标 , wi = 2i/Zo 是 
二 (Zo0 关 0) 上 的 欧 氏 坐标 , 并 考虑 全 纯 nn 形式 


a diw>» dn 
人 入 宇和 人 AS 
w 明显 沿 每 个 超 平面 (2Z; = 0),i = 1,.…,n 有 一 a Uo 中 是 非 零 的 。 现 在 , 如 果 
w= 2i/2Zj,i=0,-…,),… ,Nn 是 Ui= (2 关 0) 上 的 欧 氏 坐标 , 那么 ， 


/ 
0; Ne 1 
Wi i Me 
0 0 
这 给 出 / / 
dw; dw dw .,. dw; dw0 
Es / Fs 2 天 2) | 天 
Wi Ww wo Wj wo 
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因此 , 我 们 得 到 , w 同样 沿 着 超 平面 (Zo = 0) 有 一 个 单 极 点 , 且 有 


Ken = [wj= [+D 梧 。 


一 般 地 , 我 们 可 以 用 Ka 的 方式 如 下 计算 流 形 M 中 光滑 解析 超 曲面 的 标准 从 Kv。 我 
们 有 上 的 一 个 矢量 丛 的 恰当 序列 


0 一 AM 一 人 Tlr 一 7 一 0。 


由 简单 的 线性 代数 得 到 


(Tilv SEAT TY 8 NW, 
即 ， 
Ky = Kulv ® Ny。 
将 此 与 从 属 公式 I 结 合 起 来 , 我 们 有 
从 属 公 式 II 


(*) Kv = (Kx ®|Vi)lv. 


我 们 给 出 截面 上 的 对 应 映射 


QV) TS OF! 


如 下 : 把 Qjy(V) 的 截面 w 看 作 沿 V 有 一 个 单 极点 的 亚 纯 n 形 式 并 在 其 它 处 是 全 纯 的 , 那么 
我 们 写 出 


wk g(zZ)dz1 A 人 \ dzn 
f (2) , 
其 中 , z = (2 ,2 轧 ) 是 M 上 的 局 域 坐 标 且 站 由 f(z) 在 局 域 上 给 出 。 那 么 , 在 同 构 (*) 下 ， 


w 对 应 于 形式 w' 使 得 
YA 
= A 


加 of 有 
二 > By d%i, 
且 因 此 任 给 i, 我 们 可 以 取 


CO A 


YS BF/ 0 


使 得 9f/94 关 0。 这 个 映射 


g(z)dz NA: A dzn Bg (1)1 (Yd AAA .Adam 
f(z) Of /0 和 


称 为 Poincare 留 数 映射 , 表 为 P.R.。 
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注意 , Poincaré 留 数 的 核 直 接 由 M 上 的 全 纯 nn 形 式 组 成 。 于 是 , 恰当 序列 


(0 0 
部 分 给 出 恰当 序列 
HM, QV)) TS HV, OF) 一 HI(M, QW), 


即 , 如 果 五 1(M, 0%) = Hm(M) = 0, 那么 Poincaré 留 数 映射 在 整体 截面 上 是 满 射 。 例 如 ， 
因为 对 n > 0 有 Hw™i(P") = 0, 所 以 , 在 P" 的 超 曲 面 了 上 最 高 阶 的 每 个 全 纯 形 式 是 好 上 
亚 纯 形式 的 Poincaré 留 数 映射 。 后 面 我 们 将 看 到 , P* 上 的 亚 纯 mw 形 式 容 易 描述 , 使 得 我 们 
能 够 容易 地 写 出 了 上 的 全 纯 (n 一 1) 形式 。 


2. 一 些 消 没 定理 和 推论 


Kodaira 消 没 定理 

设 M 是 紧 臻 Kihler 流 形 。 
定义 : 线 从 工 一 M 是 正定 的 , 如 果 工 上 存在 曲率 形式 为 日 的 度量 , 使 得 (V-1/2r)9 是 正 
定 (1, 1) 形 式 ; 工 是 负 定 的 , 如 果 L* 是 正定 的 。M 上 的 除 子 D 是 正定 的 , 如 果 线 从 [D] 是 正 
定 的 。 

线 从 的 正定 性 是 拓扑 性 质 , 就 象 我 们 从 下 面 得 到 的 一 样 : 
命题 : 如 果 w 是 任意 闭 的 实 (1,1) 形 式 , 有 


[wl = cl(L) € Hor(M), 


那么 , 有 工 上 的 一 个 度量 联络 , 其 曲率 形式 为 = (V-1/2n)w。 因 此 , 工 是 正定 的 当 且 仅 
当 它 的 陈 类 可 以 用 万 28(M) 中 的 一 个 正定 形式 来 表示 。 

证 明 : 设 |s| 是 5 上 的 度量 , 曲率 形式 为 86。 如果 pg :Lu 一 UxC 是 工 在 开 集 UV 上 的 平 
庸 化 , s 是 UV 上 工 的 截面 且 Sr 是 相应 的 全 纯 函 数 , 那么 , 对 某 些 正定 函数 h(z), 有 


Is = h(2) so 


曲率 形式 和 陈 类 由 下 列 给 出 : 


9 = —001logh(z), 
ci(L) = 9 E Hor(M). 


现在 , 设 |s 沾 是 上 的 另 一 个 度量 , 曲率 形式 为 6'。 那 么 , 对 某 些 M 上 的 实 CY 函数 p, 有 
Is 和 /ls = e?, 从 局 域 公式 


得 到 ， 
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27 27 
从 另 一 个 方向 进行 证 明 , 假设 (V-I/2r)jp 是 表示 8R(M) 中 ci(D) 的 一 个 闭 的 实 
(1, 1) 形 式 。 我 们 可 以 对 实 Ces 函数 p 解 方程 


ol 


QO = 00p+w%, 
那么 ,世上 的 度量 epls| 将 有 曲率 形式 w。 因 此 我 们 的 命题 将 从 下 面 得 到 : 
引 理 : 如 果 刀 是 紧 致 Kiihler 流 形 上 的 任意 (p,q) 形 式 , 且 7 是 d, 9 或 9 恰当 的 , 那么, 对 某 
sg = 


1 = O07y。 
如 果 p 二 g 且 是 实 的 , 那么 我 们 也 可 以 取 V 一 17 为 实 的 。 
证 明 : 设 Gu 表示 伴随 于 Laplace 算 子 Ay 的 Green 算 子 , 且 类 似 有 Ge 和 G5。 从 第 115 的 
基本 恒等式 
5Aa= Ao=As 


首先 得 到 ， 
PC 

且 因此 得 到 所 有 的 算 子 w 9, 0, 必 8* 和 0* 都 与 Green 算 子 可 对 易 。 

现在 , 因为 n 是 d, 9 或 6 恰当 的 , 所 以 在 上 面 的 Laplace 算 子 作用 下 其 调和 投影 等 于 

H 9 的 Hodge 分 解 ， 


铀 


7 = 00*Gan。 
但 是 0*Gan 是 纯 (p,q 一 1) 型 , 且 因 此 有 


O(0Gan) = t+"Ga(0n) = 0。 


因为 9 的 调和 空间 和 9 的 调和 空间 是 一 样 的 , 且 因 此 正 交 于 六 的 空间 区 域 , 所 以 我 们 从 0 
的 Hodge 分 解 推出 ， 


OGan = 00°Ga(O”Gan) 


通过 交换 各 种 算 子 , 有 


n= +00(0*0*G#n), 
这 就 得 到 了 引 理 。 证 毕 


正定 线 从 的 基本 例子 是 P* 上 的 超 平面 从 [四 。 回 想 一 下 超 平面 从 的 对 偶 是 从 J 它 在 
Z < P" 处 的 纤维 是 直线 {X2} C Cn+1; 我 们 可 以 通过 设 |(20,…, 4) = 部 |2? 来 在 J 上 
给 一 个 度量 。 如 果 2 是 的 任意 非 零 截 面 一 即 一 个 局 域 提升 UC P 一 Cr 一 {0} 一 
那么 , 在 了 中 的 曲率 形式 由 下 列 给 出 ; 


QO* = O01log||2Z|* = 2rvV=-1lddclog 12 
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于 是 , 在 [可 中 的 对 偶 度 量 的 曲率 形式 9 是 -6”, 且 得 到 ， 


V 一 | 
Ye = dlogl2， 
27 


即 ,，(V 一 1/27)6 就 是 好 上 Fubini-Study 度量 的 相伴 (1,1) 形 式 w, 我 们 已 经 知道 它 是 正定 
的 。 作 为 一 个 推论 , 我 们 还 得 到 , [w] es rn(P") 是 超 平面 的 基本 类 (万 )。 

注意 , 到 正定 形式 子 流 形 V C M 的 限制 也 是 正定 的 , 只 要 工 一 M 是 正定 的 , Llv 一 V 
就 是 正定 的 。 特 别 是 , 在 P* 中 任意 复 流 形 上 的 超 平面 从 是 正定 的 。 

在 本 节 我 们 的 目的 是 证 明 , 伴随 于 正定 线 从 工 一 M 的 一 定 的 Cech 上 同调 群 
玉 ?(M, 02z(D)) 等 于 零 。 开 始 前 , 我 们 用 前 面 讨论 中 熟悉 的 技术 把 它 转化 为 包括 9 上 同 
调和 调和 形式 的 问题 

回想 一 下 , 任 给 全 全 纯 矢 量 从 互 一 MD 算 子 


0: A (EE) 一 429+1( 古 ) 


定义 在 整体 Ce” 已 值 微分 形式 中 , 且 满 足 2 = 0。 我 们 用 2 9 (已 ) 表示 (2,g) 型 9 闭 的 已 值 
微分 形式 的 空间 , 并 且 定 义 巨 的 Dolbealt 上 同调 群 万 和 (五 ) 为 


二 
BAm1(E) 


设 239"(E) 为 5 闭 的 忆 值 (p,q) 形 式 层 。 恰 当 序列 


0 一 89") = DD) 0 
给 出 同 构 
Hi(M, 0 0 Ht1(M, pad) 


这 是 因为 层 oY?4(B) 允许 单位 分 解 且 因此 没有 Cech 上 同调 。 因 此 , 重复 de Rham 定理 的 
证 明 得 到 : 


HM, Qa(E)) S HEE). 
下 面 我 们 将 讨论 全 纯 矢量 从 中 的 调和 理论 。 假 设 我 们 有 在 M 和 户 上 给 定 的 度量 ; 那 


么 我 们 在 与 马 或 B* 张 量化 的 M 的 所 有 切 张 量 从 上 诱导 了 上 度量。 特别 是 , 如 果 {pi;} 是 了 7 党 
上 度量 的 局 域 余 标 架 , {ea} 是 五 的 西 标 架 , 那么 A?( 忆 ) 的 任意 截面 ;可 以 局 域 上 写作 


n(z) = Ee Z)PIAM PI ea 
plg! Ta 


对 1,vw E 424( 五 )， 


22 十 9 一 了 


(7(2),Y (2)) = BIT Na(2) * Yr, alz). 
了 Ja 
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再 次 , 我 们 通过 设 


Ce a (n(2), (2))® 


来 定义 A?%(E) 上 的 内 积 , 其 中 更 是 M 上 的 体积 元 。 
我 们 有 一 个 “外 积 ” 


A: APA(E)® Ar (EF*) > 419 (M), 


它 由 下 式 定义 : 


(7n®s) A BS)= (s,s) nA, 


通过 对 四 we 424( 五 ) 要 求 


(7,») = 1 人 *EY, 


我 们 定义 一 个 算 子 
#p: APA(E) — Ar-Pm-a(p*), 


明显 地 , 如 果 {ea} 和 {e*} 是 巨 和 EY 的 对 侦 西 标 架 , 那么 , 对 7 e 423( 万 ) 写 出 : 
7 = >》 na®ea, Wa EAA(M) 
*E7n 二 > 米 71a WO en 


其 中 ,* 是 424(M) 是 通常 的 星 算 子 。 
我 们 取 


Dr: 424 一 AP’1 1 (FE) 


TE 


昌 下 式 给 出 : 


象 以 前 一 样 , 是 可 的 自 伴 算 子 , 即 , 对 所 有 的 pe 4pe-1(B) 和 由 E Mpa( 且 )， 
(Op,Y) = (p, 0Y). 
最 后 , 在 上 的 OLaplace 算 子 由 下 式 定义 : 


A = 60 +0600:AM(E)— AM(E), 


如 果 Ap = 0, 那么 忆 - 值 形式 y 称 为 调和 的 。( 又 一 次 , 调和 形式 p 正好 是 其 Dolbeaul 上 
同调 类 gp + 942%-!( 已 ) 的 最 小 范 数 的 形式 。) 我 们 设 


.324 (五 ) = KerA 
为 调和 空间 。 
现在 , 对 M 上 通常 的 微分 形式 上 的 9-Laplace 算 子 , Hodge 定理 的 证 明 的 分 析 部 分 在 
本 质 上 是 局 域 的 : 在 L2- 范 数 中 的 4?” 的 完备 化 中 , 我 们 总 可 以 找到 Ay = 0 的 相应 解 ; 问 
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题 是 证 明 这 些 解 实 际 上 是 C% 的 。 用 互 的 标 架 的 方式 写 出 BB- 值 形式 , 那么 在 4A*(MM) 的 
Hodge 定理 的 证 明 中 的 所 有 的 局 域 估 计 都 转变 到 42” 唯一 的 不 同 是 , 在 每 个 估计 中 , 我 
们 将 得 到 包括 瑟 上 度量 以 及 Tx, 上 度量 的 系数 函数 的 更 低 阶 的 项 , 且 它 们 可 以 象 以 前 一 样 
被 估计 出 来 。 因 此 , Hodge 定理 对 巨 上 的 9-Laplace 算 子 成 立 , 即 : 

1. 524( 万 ) 是 有 限 维 的 ， 

2. 如 果 . 知 表示 正 交 投影 424( 书 ) 一 .和 ?4( 马 ), 那么 , 存在 一 个 算 子 


G :AA(E)— 424( 石 ) 


GOr(B)=0 
[G ,9 过 [G, Oo = (0， 


了 一: 入 十 AG。 


3. 因此 , 有 一 个 同 构 
HE) 一 HE), 


而 且 ， 
4.* 算 子 给 出 一 个 同 构 


HM, YA(E)) SE HY 4 0 (EE))。 
对 p = 0, 这 个 最 后 的 结果 给 出 
HM,O6(E)) SE HA(M, OF ® Ky))’。 


这 个 同 构 称 为 Kodaira-Serre 对 偶 。 
现在 , 如 果 M 是 有 伴随 (1,1)- 形 式 w 的 Kihler 流 形 , 那么 我 们 通过 对 7 e A?%4( 轧 ) 和 
s € Ao(B) 的 设 定 


L(n®s)=wNAn®s 

来 定义 算 子 
L: A?(E) 一 A?rttt (EF); 

设 人 = 7* 是 工 的 自 伴 算 子 。 如 果 D=D'+4+D”(D”=0) 是 巨 上 的 度量 联络 , 那么 我 们 有 
基本 恒等式 : 

LR 

这 个 恒等式 来 自 标 量 形式 4"9(M) 上 的 相似 恒等式 [A,9| = 一 (V 一 1/2)0*, 我 们 已 经 证 

明了 它 。 为 了 看 清楚 , 选取 互 的 一 个 局 域 标 架 {ea}; 如 果 0 = 消 十 多 是 {fea} 的 方式 下 
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的 联络 矩阵 , 那么 , 对 7 e A?%( 妃 ), 我 们 可 以 写 出 ， 


三 = eo na € A (M), 
-~ Pomet (Wa A O48) ® ep， 


二 >》 A( na) © ea, 


所 以 ， 
[A, dln = >_ [A,Blna ® ea [A,O"]n 
= i ® ea + [A, ”ne 
类 似 地 ， 
D’'n 过 Os @ eau 十 > 0 和 人 0.5) Oo cp， 
CQ a,b 
上 ， 
Dn a SS O*nea ® ew 十 0*n。 
因此 差别 
[人 ,9] 十 gk = [A,0"] vp 
是 一 个 内 冀 定 0 因为 我 们 在 每 个 ze M 处 可 以 选择 在 2 邻 域 的 五 的 一 个 标 
架 , 使 g(zo) 等 于 零 , 我 们 得 到 ，[A, 司 + (VET/2)D* -= 0。 
我 们 将 利用 由 调和 形式 表示 的 Cech 上 同调 来 证 明 我 们 在 矢量 从 上 同调 上 的 第 一 个 主 
要 结 


Kodaira-Nakano 消 没 定理 : 如 果 世 一 1M 是 正定 线 从 , 那么 


H(M, OZ(D)) = 0， 当 p+q>n。 


证 明 : 由 假设 , 我 们 可 以 得 到 工 中 的 一 个 度量 , 其 曲率 形式 为 Kihler 度量 伴随 (1, 1) 形 式 
的 27/V 一 1 倍 ; 设 M 上 的 度量 由 w = (V 一 1/27)9 给 出 。 现 在 , 由 调和 理论 ， 


HM, (LD)) S 5pa(D)。 


为 了 证 明 结论 , 我 们 将 证 明 没有 次 数 大 于 n 的 非 零 调和 工 - 值 形式 。 为 此 , 我 们 把 曲率 算 子 
Bn 二 日 入 n 解释 为 (2x/V 一 1)L(m) 或 D2 一 一 这 里 的 D 是 工 的 度量 联络 , 并 利用 上 面 的 基 
本 恒等式 

“这 个 证 明 来 自 Y. Akizuki 和 S. Nakano, Note on Kodaira-Spencer’s proof of Lefschetz’s theorems, Proc. 
Japan Acad., Vol. 30(1954). 
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设 7 E .5224() 是 一 个 调和 形式 。 那 么 ， 
© = D’?=0D’+D’'o, 
所 以 , 从 6nm = 0, 有 
On = 0D', 
和 
2V—1(AOn,n) = 2vV-1(A0D’'n,n) 
= 2vV-1 (人 (人 芝 up") pm) 
= (D™*D'n,n) = (D",D'n) >0, 
这 是 因为 (6AD'n,n) = (AD'n,0”n) = 0。 类 似 地 , 有 
2V-1(OAn,n) = 2V-1(D'OAn,n) 
= 2V-1 (? (%3 再 2 7 
= —(D’'D”n,”n) 二 1(D”n, D””n) < 0。 
结合 起 来 , 有 
2V—1(|A, ©]n,7) > 0。 
但 是 , 9 = (2x/V-1)L, 且 因 此 
2v—1([A, 8]n,7) = 4rx([A, Ln,”n) 
= 4r(n—p—glnl >0。 
从 而 pq>n 过 n= 0。 证 毕 


正如 我 们 以 前 提 到 的 一 样 , 当 我 们 第 一 次 引入 上 同调 时 , 群 8?(M, 7())(g > 1) 几乎 


只 作为 在 整体 上 解决 解析 问题 而 出 现 


后 面 讨论 的 其 不 变量 一 起 一 是 截断 上 同调 的 最 好 的 一 般 方法 。 
与 Kodaira 定理 对 偶 , 我 们 有 
如 果 荆 1M 是 负 定 线 从 ,那么 对 p+4g<n 有 Be(MOz(D) =0。 


这 对 出 现在 Mittag-Lefer 问题 中 的 g = 1 特别 准 
确 , 但 是 , 一 旦 我 们 承认 了 H!, 那么 所 有 剩 下 的 也 都 包括 进来 了 。Kodaira 消 没 定理 一 一 与 


当 p = g = 0 的 特殊 情形 可 以 通过 如 下 初等 方法 来 证 明 : 我 们 必须 证 明 的 是 , 如 果 工 一 M 


有 一 个 度量 且 其 曲率 为 一 个 负 定 (1,1) 形式 的 2/V 一 1 倍 , 那么 


(*) HM,O(L))= 0。 
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假定 s 关 0€ HV(M,CO(L)), 且 zoeM 是 |s| 达到 最 大 值 的 一 个 点 。 
名 二 Vi 十 V 一 1yi, 那么 曲率 形式 的 系数 矩阵 


RN 0 
Oi OZ |s|? 本 4 OXiOT; | OyiOY; 
上 0 0 1 
人 ra) (me 


定 厄 米 的 , 并 且 特 别 是 , 实 对称 矩 阵 


2 ed 
OriOr; OyOy; WE. 


是 负 定 的 。f og(1/|s|*) 在 zo 达到 最 小 值 , 且 由 最 大 值 原理 , 矩阵 


02 1 02 1 
= 二 中 
(人 log 15|? 下 (a ) De [sl? 


都 必须 是 半 正 定 的 , 这 就 产生 了 矛盾。 
如 果 M 是 Riemann 曲面 , 那么 特殊 情形 (*) 就 是 一 般 情 形 , 因为 p+4<1 僵 D=4= 
0。 于 是 定理 甚至 更 初等 : 如 果 日 是 工 的 曲率 形式 , 且 (V=-1/2r)e 是 负 定 的 , 那么 有 


D=/ Boo. 


但 是 , 如 果 s 关 0€ H?(M,CO(L)), 那么 工 是 伴随 于 有 效 除 子 D = (s) 的 线 从 , 而 且 有 


日 假设 ， 如果 我 们 设 


EH 


ci(L)= degD > 0, 


产生 矛盾 。 
作为 消 没 定理 的 直接 结果 , 我 们 得 到 ， 


及 ?9(P”, Cpn(k 如 )) 二 0 当 对 所 有 k,l1 <q<n-1。 


如 果 是 负 定 的 , 那么 它 直 接 从 消 没 定理 的 对 偶 得 到 ; 如 果 天 是 非 负 的 , 由 原来 的 定理 得 到 


H’(P", Gan(kH)) = H'(P", QW (KH — Kn) 
= HP",Qn,((k+n+1)H)) 


起 平面 截面 上 的 Lefschetz 定理 


利用 Kodaira 消 没 定理 , 我 们 可 以 给 出 著名 的 Lefschetz 定理 的 证 明 , 这 个 定理 显示 了 
射影 徐 同 调 及 其 超 平面 截面 的 同调 之 间 的 关系 。 
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设 M 是 一 个 nn 维 紧 致 复 流 形 ,VC M 是 一 个 光滑 超 曲面 , 且 工 = [V] 是 正定 的 一 一 即 ， 
MC PN 是 射影 空间 的 子 流 形 且 V = MN 五 是 MM 的 超 平面 截面 。 那 么 , 我 们 有 
Lefschetz 超 平面 定理 : 由 包含 i :V 一 MM 诱导 的 映射 


HM,Q) =— HV,Q), 


对 gg 二 n 一 2 是 同 构 , 对 g 一 n 一 1 是 单 射 。 
证 明 : 在 C 上 证 明 结果 就 可 以 了 。 由 Hodge 分 解 得 到 


H'(M,C)= DD HM), 


和 


全 


日 Dolbealt 定理 得 到 


HM) SF HMA(M) HM, OQ8)). 


这 个 结果 对 V 也 同样 正确 , 所 以 只 需要 证 明 : 映射 


H?(M, 0%) 一 H?(V, QF) 


对 p 十 gn 一 2 是 同 构 , 对 p 二 gq ==n 一 1 是 单 射 。 

因此 , 我 们 用 

OP On We 

来 把 限制 映射 0 一 935, 分解 为 因子 , 其 中 , Q3y|vy 是 (和 ?TXi)|v 的 截面 层 一 一 将 其 或 者 看 作 
V 上 的 层 , 或 者 通过 扩张 看 作 M 上 的 层 一 7 是 限制 映射 ,i 是 自然 投影 (A?TX))|y 一 和 ?TW 
诱导 的 拖 回 映射 。 

限制 映射 > 的 核 明显 就 是 沿 着 V 等 于 零 的 M 上 全 纯 p- 形 式 层 , 所 以 , 我 们 得 到 M 上 
层 的 一 个 恰当 序列 


9 0 (VV) =o Wy Nv = 0 
我 们 同样 可 以 把 映射 1 对 应 到 一 个 恰当 序列 中 : 对 pe 六, 序列 


0 一 Ni 一 人 一 人 (站 一 0 


通过 线性 代数 计算 得 


0 一 Ag@A TV) = PIY(M) 一 AT) 一 0， 


而 且 最 后 得 到 WV 上 层 的 恰当 序列 


0= QF (NG) = Qlv > OW — 0. 
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但 是 由 从 属 公式 I, Ny = [一 Vlv; 因此 我 们 可 以 把 这 个 最 后 的 结果 写作 


(x**) 0 一 QF (—V) — Qlv = Ov 一 0。 


现在 , [一 V] 在 MM 上 是 负 定 的 , 且 同 样 [Wly 在 V 上 也 是 负 定 的 。Kodaira 消 没 定理 
因此 给 出 


HY(M, Qh (—V)) = 0， 了 2 十 4<< nN, 
HY(V, QF (—V)) 二 0， piag<n 


伴随 层 序 列 (*) 和 (x*) 的 恰当 上 同调 序列 , 回想 一 下 天 (CU Or) = HY*(V,9Q3|v), 对 
p 十 q 二 n 一 2 得 到 


五 2 


Ho(M, O87) SE HIM, Qly) SE HIV, 98)， 


对 p 十 gq = 二 nn 一 1, 所 有 的 映射 的 单 射 。 证 上 毕 

当然 , 超 平面 截面 上 的 Lefschetz 定理 是 纯 拓 扑 的 。 有 一 个 利用 了 点 Morse 理论 的 另 一 
个 证 明 , 在 这 里 我 们 将 给 出 概述 : 

首先 , 假设 4 是 紧 致 流 形 , B C 4 是 光滑 子 流 形 , p : 4 一 RT 为 Ces 函数 , 满足 
271(0) = B。v 的 临界 点 ZE 4 是 满足 dolzy) = 0 的 点 ; (zy) 称 为 p 的 临界 值 。 在 每 一 
个 临界 点 , Hesse 矩阵 O29/(6wuiOu;j) = 五 (P) 是 切 空 间 有, (4) 中 有 明确 定义 的 二 次 形式 ; 如 
果 五 (yp) 是 非 奇 异 的 , 那么 临界 点 是 非 退 化 的 。 如 果 2 的 所 有 临界 点 是 非 退 化 的 , 那么 函数 
2 称 为 Morse 函数 ; 按照 标准 的 逼近 定理 , 这 样 的 函数 在 C2 拓扑 上 的 稠密 的 。 由 Morse 理 
论 的 主要 引 理 , 如 果 o 是 Morse 函数 , 且 Hesse 给 阵 五 (y) 在 4 中 对 B 的 法 从 上 是 非 奇异 
的 , 那么 , 只 要 tt 不 经 过 临界 值 ， 


Ai:= {rE€EA:wv(z)<it} 


的 同 伦 型 就 是 一 样 的 (这 是 明显 的 , 我 们 只 沿 着 2 的 梯度 矢量 场 收缩 ), 当 t 经 过 一 个 临界 值 ， 
旦 临界 值 的 Hesse 矩阵 恰好 有 天 个 负 本 征 值 时 , 它 变 成 附 上 了 一 个 维 数 为 上 的 格子 。( 这 要 
求 临 界 点 x 周围 Morse 函数 op 的 局 域 分 析 , 是 主要 步骤 。) 

现在 , 设 M 是 紧 致 复 流 形 ，L 一 M 是 正定 全 纯 线 从 , s E 8H"(M,O(L)) 是 全 纯 截 
面 , 其 零点 除 子 V = (s) 是 光滑 超 曲 面 。 选 择 工 一 M 的 一 个 定理 , 使 得 (V1/27)9 = 
(Vv 一 1/27)991og|s| 习 是正 的 , 并 且 设 


plz) 一 log|s| 。 


2 一 一 或 者 C? 拓扑 中 附近 的 一 个 函数 一 一 可 以 用 作 Morse 函数 (实际 上 , p 1( 一 00) = 站 
的 2 : M 一 [co,co) 没有 根本 性 的 困难 ; 重要 的 是 治 着 六 有 ad(|s|) 关 0)。 现在, 对 2 的 任 
意 临界 点 zx € M, 矩阵 


a 0 9 ,V1 oO” 9 i 
O%i O02; a 4 \ OriOr; | OYiOY; 4 OTjOY; Oy;Ox: a 


“来 自 R. Bott, On a theorem of Lefschetz, Mich. Math. J., Vol. 6(1959), pp.211-216。 
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是 负 定 厄 米 的 , 且 得 到 wp 的 Hesse 矩阵 


0? 0? 
OTiOT; OziOY; 
H(y) = log |s|” 
0? 0? 


OXjOYy: OyiOy; 
至 少 有 nn 个 负 本 征 值 。 明 显 地 , 这 对 充分 接近 C2 拓扑 中 2 的 函数 水 也 正确 。 因 此 , 由 
Morse 理论 , 至 于 同 伦 型 ，M 由 附 上 维 数 至 少 为 n 的 格子 而 从 V 得 到 , 并且, 这 给 出 了 同 伦 
水 平和 世系 数 同调 的 Lefschetz 定理。 证 毕 
当 n = 1 时, 定理 没有 告诉 什么 。 然 而 , 当 n = 2 时 一 一 即 , M 是 一 个 ( 紧 致 的 连通 ) 复 
曲面 一 一 旦 VC M 是 作为 正定 除 子 租 入 的 一 个 Riemann 流 形 , 那么 , Lefschetz 定理 给 出 


Ho(V, ZZ) 完 Ho(M, Z) = Z, 
Hi(V,Z) — Hi(M,2Z)— 0, 


即 , 4 维 流 形 的 所 有 第 一 同调 都 在 不 可 约 骨 入 的 Riemann 流 形 上 。 

我 们 也 可 以 把 它 应 用 到 射影 空间 的 超 曲面 : 因为 P* 上 的 任何 有 效 非 零 除 子 是 正定 的 ， 
定理 告诉 我 们 , 如 果 V 是 P* 上 任意 光滑 超 曲 面 , 那么 对 开头 m/2 有 1(V) = 0, 同时 ， 
对 <n/2, HX(V) 由 V 上 8 维 平面 的 截面 的 类 生成 。 特 别 是 , 维 数 为 2 或 更 高 的 任意 光 
滑 超 曲面 是 连通 的 和 单 连通 的 。 对 天 的 适当 区 间 , 同样 的 结果 可 应 用 到 作为 超 曲 面 模 截 相 
交 而 给 出 的 射影 空间 的 任意 子 流 形 。 

关于 Lefschetz 定理 最 后 的 讨论 : 在 可 能 的 范围 内 , Lefschetz 的 方法 可 在 归纳 上 研究 代 
数 徐 M 的 拓扑 , 把 关于 M 的 同调 的 问题 化 简 到 关于 更 低 维 数 的 簇 的 问题 。 他 的 最 后 一 个 
定理 的 原始 证 明说 , 对 M 的 超 平面 截面 VV, 映射 HH(V,Z) 一 Hy(M,2Z) 对 gqg<n 一 1 是 同 
构 , 对 n 一 1 维 是 满 射 。 由 强 Lefschetz 定理 , 维 数 超过 nn 的 M 的 同调 被 反映 在 维 数 小 于 n 
的 情况 , 并 且 , 由 Lefschetz 分 解 , 维 数 在 n 中 的 任意 非 本 原 闭 链 可 以 由 维 数 大 于 nn 的 闭 链 
与 超 平面 相交 而 得 到 。 因 此 , Lefschetz 定理 合 起 来 得 到 , 在 每 个 维 数 中 簇 中 的 唯一 “新 ”有 
理 同调 是 中 间 维 数 的 本 原 同调 。 


定理 B 
我 们 的 全 纯 矢 量 从 上 同调 的 第 二 个 消 没 定理 没有 Kodaira 消 没 定理 精确 , 但 是 应 用 范 
围 更 广 : 


定理 B: 设 M 是 紧 致 复 流 形 , L 一 MM 是 正定 线 从 。 那 么 , 任 给 全 纯 矢量 从 万, 存在 几 使 得 
HM,O(L®E))=0 gq> 0,n ko 


证 明 : 在 我 们 证 明之 前 , 注意 到 如 果 已 是 线 从 , 那么 结论 已 经 包含 在 Kodaira 定理 中 : 就 是 
取 jo, 使 和 得当 jo 时 Lr*@EE®@KS 的 正定 的 ; 那么 , 因为 ci(L*®@ EE)= yal(L)+ci(E), 
那么 , 对 g > 0,/ > 70 有 


H’(M,O(L* ® E))= HI(M,O(L*® ES KY))=0. 
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的 确 , 定理 B 的 证 明 本 质 上 与 Kodaira 的 定理 是 一 样 的 , 唯一 的 差别 是 现在 我 们 必须 对 一 
般 矢 量 从 上 的 曲率 算 子 增加 一 个 确定 的 正 负 号 。 
首先 , 由 Kodaira-Serre 对 偶 , 得 到 


HM,O(L" ® EE)) SE HM,O(L ® EF*® Ky)), 
所 以 , 任 给 忆 , 只 需要 证 明 存 在 jwo, 使 得 当 j > jo,p <n 时 有 
Hs”?(M,L*®E)S Hr(M,O(L*®E))=0. 


选择 工 中 的 一 个 度量 , 使 得 w = (V=I/2r)97 是 正定 的 , 其 中 ，@7 是 伴随 于 度量 的 曲 
率 形 式 ; 设 M 上 的 度量 是 由 w 给 出 的 。 现 在 , 我 们 已 经 得 到 , 如 果 ,BY' 是 两 个 Hermite 矢 
量 从 有 昌 如 果 我 们 给 予 BEB' 以 诱导 度量 , 那么 ， 


DgEep' = DEp®1+1dp 
且 因 此 
Oggp' =OQgB1+1® Os, 
其 中 , D, 昌 总 是 指 度量 联络 和 曲率 。 特 别 是 , 对 应 妃 上 有 度量 的 任意 二 和 互 ， 


27 
eg 


9rre = et 
设 NE HW PL WO 五 ) 是 调和 的 。 把 OL-ngp 写作 9, 把 DL-ngE 写作 D, 我 们 得 到 ， 


©=D?= D+90D, 


所 以 ， 
Qn = 0D', 
且 由 Kahler 恒等式 
= VvV—1 
[A, | = 二 


我 们 得 到 ， 
2V-1(ABn,n,n) = 2V-1(A6D’n,n) 


= (D”D'n,n)=(D"n,D'n) zz0, 

这 是 因为 (9AD”,n) = (人 AD,07) = 0。 男 一 方面 ， 
2V—1(8An,n) = 2V-1(D’'OAn,n) 

= 2 ( (8- 3D") 1.D"n) 


2V 一 | 
/水 /水 
= —(D”n,D”*n) <0。 
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因此 , 我 们 得 到 
2V—1(|A, ©]n,7) > 0。 
但 是 现在 ， 
9 = OL_,@E 一 OP 一 一 产生 /人 ， 


且 因 此 


2V—1([A, 8]n,n) = 2V-I(A,9al77) — drn([A, Lln,n) 
= 2V-1([A, Op]n,n) — drp(n 一 可 7?。 


现在 , [A, 9 可 在 A%*(L-*@ 忆 ) 上 是 有 界 的 , 因此 我 们 写 出 
I(IA, es | < Cllall’, 


旦 最 后 当 p <n 时 , 有 


(@ 
KW> 二 革 7=0, 
27 


即 ， 


C 
HTL YE)=0 妾 4> 元 ， p<n。 


证 毕 
(1,1) 类 上 的 Lefschetz 定理 
作为 定理 B 的 一 个 应 用 , 在 射影 空间 的 复 子 流 形 上 , 我 们 将 完成 除 子 , 线 从 和 陈 类 之 间 
相对 应 的 论述 。 首 先 , 我 们 有 
命题 : 设 M C PN 是 一 个 子 流 形 。 那 么 , 对 某 些 除 子 D, M 上 的 每 个 线 从 有 形式 L = [Dl; 
即 ， 


: ~ Div(M) 

PicWM) 对 颖 竹 等 价 英 。 

证 明 : 为 了 证 明 它 , 我 们 必须 证 明 M 上 的 每 个 线 从 有 一 个 整体 亚 纯 截 面 。 为 了 找到 这 样 的 

亚 纯 截 面 , 设 万 表示 限制 到 M 的 PN 上 的 超 平面 从 。 我 们 将 证 明 , 对 > 0, 工 十 KH 有 非 

平庸 的 整体 全 纯 截 面 s; 那么 , 如 果 t 是 M 上 [可 的 任意 整体 全 纯 截 面 , 那么 , s/tr 将 是 所 

希望 的 工 的 整体 亚 纯 截面 。 
我 们 在 n= dim M 上 使 用 归纳 法 : 假设 对 每 个 维 数 小 于 n 的 子 流 形 VC PN 和 每 个 线 

从 工 一 V, 当 几 光 0 时 有 HW(V,O(L+hH) 关 0。 由 Bertini 的 定理 , 我们 可 以 找到 一 个 超 

平面 PN-1C PN 且 V ==PN-!1N M 是 光滑 的 ; 我 们 考虑 恰当 层 序 列 


0—> Ou(L+(u- DH) TS Ou(L+uH) > Ov(L+1H) — 0, 


其 中 , s 是 在 且 上 正好 等 于 零 的 互 的 截面 ,7 是 限制 映射 。 当 风 六 0 时 , 通过 归纳 法 我 们 有 


HV,O(L + 1H)) #0 
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和 
HM,O(L+1H)) — HV,O(L +1H))— 0, 
这 是 因为 从 定理 B, 有 
Hi(M,O(L+(u—1)H))=0。 
因此 , H°(M, CO(L 十 1H)) 关 0, 并 且 结 果 得 到 证 明 。 证 毕 
我 们 现在 考虑 一 下 解析 闭 链 的 一 般 性 质 。 在 复 Kihler 流 形 M 上 , 复 上 同调 上 的 
Hodge 分 解 


H"(M,C)= PD He"(M) 


p+q=n 
给 出 实 上 同调 
H"(M,R)= PD (HM) 8 H?(M)) NH"(M, R) 
p+gq=n 
p<g 


的 粗略 分 解 。 自 然 要 问 , 我 们 是 否 可 以 在 几何 上 表征 Poincaré 对 偶 于 某 个 这 些 因子 类 的 同 
调 类 。 例 如 , 我 们 称 一 个 同调 类 7 € 瑟 zp(CA4,Z) 是 解析 的 , 如 果 它 是 M 的 解析 子 禾 基本 类 
的 有 理 线性 组 合 ; 对 偶 地 , 我 们 称 一 个 上 同调 类 是 解析 的 , 如 果 其 Poincaré 对 侦 是 解析 的 。 
现在 , 我 们 已 经 知道 , 由 于 纯 局 域 的 原因 , 如 果 V C M 是 维 数 为 p 的 解析 子 簇 , 且 少 是 M 
上 的 任意 微分 形式 , 那么 ， 
Jef 
V V 


因此 , 如 果 ” 是 表示 上 同调 类 my 的 M 上 的 调和 形式 , 且 是 任意 调和 形式 , 那么 ， 


f van= /w= f we" = | YA, 


即 , 7 = 722, 并 且 因 此 我 们 得 到 , 阶 次 为 2p 的 任意 解析 上 同调 类 是 纯 (p,p) 型 的 。 著 名 的 
Hodge 猜测 断言 , 其 逆 也 是 正确 的 : 在 射影 空间 的 子 流 形 M C PN 上, (p,p) 型 的 每 个 有 理 
上 同调 类 都 是 解析 的 。Hodge 猜测 目前 是 否 正确 还 不 知道 ; 这 是 一 个 非常 美妙 和 困难 的 问 
题 。 一 般 地 , 已 经 被 证 明 的 唯一 情形 是 pz = 1 的 情形 ; 即 

(1,1) 类 上 的 Lefschetz 定理 : 对 子 流 形 M C PN, 每 个 上 同调 类 


YE Hi(M)N 2(M ZI) 
是 解析 的 ; 实际 上 , 对 某 些 M 上 的 除 子 D, 有 
Y= np 


当然 , 在 这 里 对 它 在 ?2(M, 民 ) 中 的 自然 包含 下 的 像 , 我 们 写作 H?(M, 2Z)。 
证 明 : 再 次 考虑 恰当 序列 


0—Z— 0O— 0*"—0 
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和 伴随 上 同调 序列 


Hi'(M,0°) 2 H2(M,Z) = H?(M,0) HY(M). 


我 们 声明 , 映射 i 通过 下 列 方法 给 出 : 首先 是 映射 了 (M,Z) 一 HH?(M,C), 接着 是 在 
Hodge 分 解 中 的 ?2(M,C) 的 (0,2) 因 子 上 的 投影 ; 即 , 下 图 可 交换 : 


H?2(M,Z) — 万 2(M O) 


HH? (M, C) W |Dolbeault 


de Rham . 0 
0,2 


Ha(M,C) 一 HM). 
(映射 ra2 定义 在 形式 的 水 平 上 , 因为 对 w = w20 二 wi 二 ww? € FM), B02 一 (du)03 = 
0)。 为 了 看 清楚 , 设 > = (za8y) & 2Z2(MM,Z); 为 了 得 到 在 de Rham 同 构 下 > 的 像 , 我 们 取 
fagp € 40(D。 门 Usg) 使 得 


ZapBy 一 fa + foy fa 在 六 nn La nn [万 中 ; 


因为 zopy 是 常数 ， dp + dj 一 dfoy = 0 所 以 ，(dfag) es 2 和 0 纪 ) 且 我 们 找到 了 
Ww EV) 使 得 


dfae 二 6 Wa 在 U, 门 Us 中 。 


于 是 , 整体 2 形式 dw。 = dwg 表示 HBR(M,C) 中 > 的 像 。 另 一 方面 , 取 在 Dolbealt 同 构 下 
ixz 的 像 : 我 们 写作 


Zapy = fag fey— foy 


9 0,1 0,1 
Ofag = wp — We, 


而 且 我 们 得 到 , Bw01 = (dwa) 吕 在 玉 3”(M) 中 表示 >。 

现在 , 我 们 就 要 完成 了 : 给 定 7y e HMW(M) NH*(M,Z), 我 们 及 (yY) = 0, 且 因 此 
7 = ci(Z) 是 某 些 线 从 也 E Hi(M,0*) 的 陈 类 。 对 某 些 除 子 D = niVi 写作 L= [D], 得 
到 


7= cl([L)= 7p。 
证 毕 
注意 , 因为 强 Lefschetz 定理 的 同 构 


7 一 1 : H'(M, Q) oy H"*-™ 1(M, Q) 


厂 


与 n 一 1 维 超 平面 的 相交 而 给 出 , 所 以 它 把 解析 类 变 成 解析 类 ; 因此 , Lefschetz 定理 也 瞳 
含 了 万 2 (0Q)Dm 五" 的 Hodge 猜测 。 特 别 是 , 我 们 得 到 , 射影 空间 子 流 形 上 的 
除 子 和 曲线 之 间 的 交集 配对 是 非 退 化 的 。 
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3. 代数 簇 

解析 艇 和 代数 簇 

设 X0,…,X 表示 Ce+l 中 的 欧 氏 坐标 , 也 表示 P* 上 相应 的 齐 次 坐标 。 回 想 一 下 , 万 
有 从 一 Pp" 是 平庸 从 Cn+l x pr 一 Pm 的 子 从 , 其 在 点 X e P* 上 的 纤维 简单 地 是 对 应 于 
X 的 直线 [人 区 入 把 C"+1。 超 平面 从 万 一 P" 是 J 的 对 偶 ， 即 , 它 是 这 样 的 从 , 其 在 € Pp” 
上 的 纤维 对 应 于 直线 {AX} 上 的 线性 泛 函 空间 。 就 象 我 们 在 本 章 第 一 节 所 得 到 的 , 万 的 陈 
类 是 P" 中 超 平面 的 基本 类 ww 一 一 即 , FY(P", 纪 ) 的 生成 元 一 一 并 且 从 Hi'(P",O) = 0 得到， 
P"” 上 每 个 线 从 是 的 一 个 倍数 有 9。 

现在 , 考虑 从 矿 的 整体 截面 。 首 先 , 我 们 注意 到 , 在 C"+! 上 的 任意 线性 泛 函 工 通过 限 
制 而 诱导 石上 的 一 个 截面 cr, 即 , 通过 设 


or(X)= Laxy, 
明显 地 , 只 要 工 等 于 零 , or 就 恒 等 于 零 , 因此 我 们 有 单 射 
Cn — HP", GO(H)), 


实际 上 , 所 有 的 Ho(P", (本 ) 用 这 种 方法 得 到 : 如 果 o 是 万 的 任意 截 而 , D = (0) 是 它 的 
零 除 子 , 那么 , 基本 类 np 由 下 式 给 出 ; 


np =c(H)=w, 


并 且 由 第 一 章 第 四 节 , 得 到 D 是 P" 的 超 平面 。 如 果 我 们 设 Le C"t* 是 超 平面 x-1D C 
C"+1 上 等 于 零 的 任意 线性 泛 函 , 那么 , 亚 纯 函数 ofoz 将 在 所 有 的 P* 上 是 全 纯 的 , 因此 是 
常数 。 

一 般 地 , 点 X 上 五 的 曙 89 的 纤维 对 应 于 直线 {和 AX} CC" 上 的 4 次 线性 形式 的 空 
间 , 并 且 因此 象 以 前 一 样 , C" 上 的 任意 d 次 线性 形式 通过 限制 诱导 了 H? 的 一 个 整体 截 
面 


or(X) 一 天 |TAxj。 
因为 我 们 每 次 都 把 已 限制 到 一 个 直线 上 , 我 们 得 到 , 如 果 环 在 任意 两 个 因子 中 可 任 选 , 那 
么 op =0, 并 且 因此 我 们 有 从 C?+l 上 的 对 称 a 线性 形式 的 空间 一 一 即 在 X0,… ,Xi 中 次 
数 为 d 的 齐 次 多 项 式 (X60,… ,XX,) 一 一 到 H4 的 整体 截面 空间 的 映射 : 


Sym’ (CY ) 一 HP", O(H'))。 


再 次 , 映射 是 单 射 , 并 且 截 面 cr 的 零 除 子 就 是 C"+1 中 在 (Xo,…,X) 的 零 轨迹 的 P" 中 
的 像 。 

我 们 现在 声明 , 这 些 都 是 Hd 的 整体 截面 。 为 了 证 明 它 , 设 o 是 H1 的 任意 整体 截面 ， 
并 且 用 or 来 表示 对 应 于 任意 齐 次 多 项 式 F(X0,… ,Xi) 的 4 的 截面 。 那 么 商 c/or 是 P” 
上 的 亚 纯 函 数 ; 设 ， 
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为 到 C?+ 一 {0} 的 拖 回 。G' 沿 着 C"+1 一 {0} 中 除 子 已 = 0 有 一 个 单 极点 , 并 且 在 其 它 处 
是 全 纯 的 , 因此 , 函数 

G=G:.F 
在 C"t1 一 {0} 中 处 处 全 纯 , 并 且 因 此 通过 Hartoges 的 定理 扩展 到 C"™t1 上 的 一 个 整 全 纯 函 
数 。 现 在 , 因为 对 所 有 XeEC"1 和 和 EC 有 G(AX)=G(X) 且 (AX)= 和 F(X), 那么 ， 


和 CE GO 


即 , G 是 a 次 齐 次 的 。 因 此 , 如 果 :一 (not ,AUit) 是 通过 Co 的 原点 的 任意 直线 , 那 
么 拖 回 *G 或 者 恒 等 于 零 , 或 者 在 t = 0 有 次 数 为 4 的 零点 和 在 t= co 有 次 数 为 a 的 极点 ， 
即 , 对 某 些 jy 


WG = :td, 
从 而 , G 在 C"t1 的 原点 周围 的 需 级 数 展开 


机 人 a 


没有 次 数 不 等 于 4 的 项 , 即 , G 在 Xo0,.…,X 中 是 次 数 为 d 的 齐 次 多 项 式 。 因 此 , o = cc 
是 所 期 望 的 形式 , 并 且 我 们 已 经 证 明 , 81 的 每 个 整体 截面 由 Xo,…, XX; 中 的 齐 次 多 项 式 所 


/人 
给 


我 们 顺便 注意 到 , 对 万” 的 整体 截面 空间 的 维 数 加 (P*, OC( 万 四 ), 即 , (n 十 1) 个 变量 中 次 
数 为 d 的 单项 式 Xo，…, Xr 的 数目 有 一 个 有 用 的 公式 。 我 们 把 ”个 整数 的 集合 


{2o 十 1 十 下 十 2 210 十 :十 和 1 十 DCT dd 十 7 


结合 到 ji = d 的 任意 整数 序列 jp, 各。 这 个 行 ,… ,4d 十 n} 的 子 集 确 定 了 去 的 序列 ， 
并 且 相 反 地 , 在 1 和 4d 二 nn 之 间 n 个 不 同 数 的 任意 子 集 对 应 于 这 样 一 个 序列 。 因 此 , 在 
Xo0,… ,Xn 中 次 数 为 a 的 单项 式 的 数目 就 是 在 阶 次 为 d 十 n 的 集合 中 阶 次 为 n 的 子 集 的 数 


上 "1" ), aii 


no(p", GO(H')) = | gm | 


nN 


注意 , 齐 次 坐标 Xi 中 次 数 为 a 的 齐 次 多 项 式 (Xo,…,X) 也 可 以 使 用 (Xo 关 0) 的 欧 
氏 坐 标 x; = Xi/ Xo,i = 1,…,n 用 次 数 < a 的 非 章 次 多 项 式 来 给 出 : 


f(z1,: ,Tn) = PF(1,7z1,.*, Tn) 2 (Xo,.., Xn), 


而 且 , 相反 地 , 任意 多 项 式 
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对 应 于 一 个 齐 次 多 项 式 
F(Xo,..., X,) 一 > 0 


了 称 为 的 仿 射 或 非 齐 次 形式 。 
我 们 现在 给 
定义 : 代数 徐 VC P" 是 一 组 齐 次 多 项 式 {了 (Xo0,… ,XX,)} 在 P" 中 的 轨迹 。 
代数 艇 明显 地 是 P" 中 的 解析 簇 , 并 且 将 同样 优先 地 来 讨论 ( 即 , 代数 徐 VC P" 称 为 光 
有 的, 不 可 约 的 , 连通 的 等 , 如 果 作 为 也 中 的 解析 簇 它 有 这 些 性 质 )。 相 反 地 , 我 们 将 证 明 ， 
寺 影 空间 的 任意 解析 复 可 以 表示 为 齐 次 多 项 式 的 轨迹 。 我 们 已 经 在 本 质 上 对 超 曲面 这 样 
改 了 : 如 果 VC P" 是 任意 除 子 , 那么 线 从 [V] 对 某 些 dq 有 He 的 形式 , 且 V 是 [V] 的 某 些 
截面 o 的 零点 轨迹 。 但 是 , HI 的 所 有 截面 c 有 cm 的 形式 , 并 且 因此 
机 
是 代数 的 。 一 般 地 , 假设 VC P" 是 维 久 ,pe P" 是 不 位 于 Y 上 的 任意 点 。 我 们 可 以 在 
Pr 中 找到 一 个 (n 一 一 1) 维 平面 P"-h-1, 它 经 过 而 不 经 过 VV; 假设 Pr--2 是 Pr-e-! 中 
的 一 个 (n 一 一 2) 维 平面 , 与 p 不 相交 。 设 7 表示 从 P"*? 到 (k 十 1) 维 余 平 面 P*+1 上 的 
投影 ; 选择 P* 上 的 坐标 X0,:…,X 使 得 
(2 es 
Pr = (Xo0=:..= Xr = 0) 


一 < 


Py 


i 


并 且 ， 
T([Xo， Ga , Xn|) = [Xo, a , X41|。 

由 真 映射 定理 , Pt+l 中 V 的 像 x(V) 是 Pt+i 中 的 解析 超 曲 面 , 并 且 由 P"-*-! = 五 = 

不 经 过 VV 的 假设 , 得 到 r(p) 处 在 r(V) 之 外 。 从 我 们 所 得 到 的 , 我 们 可 以 找到 一 个 齐 次 多 

项 式 (Xo,… ,Xpj1), 它 在 7(V) 上 等 于 零 而 在 x(p) 上 不 等 于 零 ; 相应 地 , 多 项 式 


F(Xo,.::, Xn) = F(Xo,.::, Xtr1) 


在 Y 上 等 于 零 , 但 在 p 处 不 等 于 零 。 因 此 , 任 给 点 pe V, 我 们 可 以 找到 在 V 上 恒 等 于 零 而 
在 p 不 等 于 零 的 一 个 多 项 式 , 并 且 从 而 得 到 
周 定理 : 射影 空间 的 任意 解析 徐 是 代数 的 。 

如 果 政 (Xo0,…,X%) 和 G(Xo,…, Xn) 关 0 是 在 P* 上 齐 次 坐标 中 次 数 都 为 a 的 两 个 
齐 次 多 项 式 , 那么 , 商 


是 在 P* 上 明确 定义 的 亚 纯 函 数 ; 这 样 的 亚 纯 函 数 称 为 有 理 函 数 。 注 意 , 在 上 下 都 把 Xo 的 
需 约 掉 后 , 我 们 可 以 把 函数 yp 写作 


o(Z1 Op) = 
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其 中 ，f 和 9g 是 欧 氏 坐标 xz; 中 的 多 项 式 (不 必 次 数 都 是 d)。 因 此 ，P”" 上 有 理 函 数 域 K(P”) 
同 构 于 C(z1,… ,zn)。 

不 难得 到 , P* 上 的 任意 亚 纯 函 数 是 有 理 的 。 由 周 定理 , y 的 零点 除 子 (wp)o 和 极点 除 子 
(yp)w 都 可 以 表示 为 齐 次 多 项 式 F(X) 和 G(X) 的 轨迹 。 还 有 , 因为 除 子 (p) 同调 于 零 , 从 
而 已 和 G 有 同样 的 次 数 , 所 以 F/G 是 P* 上 明确 定义 的 有 理 函 数 ; 那么 , 从 


(F/G) = (%) 


对 某 些 AE C, 得 到 ， 
p=AF/G。 

现在 , 如 果 VC P" 是 任意 光滑 簇 , 那么 , 如 果 VV 上 的 亚 纯 函数 限制 到 V 是 P* 上 的 有 
理 函 数 , 它 称 为 有 理 的 。Y 上 的 有 理 函 数 先 验 地 形成 一 个 亚 纯 函数 域 .6(V) 的 子 域 ; 实际 
a 

在 代数 徐 VC P" 上 的 每 个 亚 纯 函数 是 有 理 的 。 

这 个 断言 的 证 明 分 两 个 部 分 : 首先 , 通过 投影 , 我 们 把 V 表示 为 线性 子 空间 P* C P" 的 
分 文 覆 盖 , 且 推 导出 这 个 表示 : 对 P* 上 有 理 函 数 域 的 V, 拖 回 mw*K(P*) 在 域 .XM(V) 中 至 多 
有 指标 d = deg(V); 接着 , 我 们 证 明 域 K(V) 是 zr*K(P*) 上 次 数 至 少 为 q 的 扩张 。 

对 第 一 部 分 , 选择 P" 中 的 一 个 一 般 (n 一 一 1) 维 平面 ; 在 这 个 阶段 , 我 们 只 要 求 P"*! 
与 V 不 相交 。 设 P* 是 上 维 余 平面 , 且 7:V 一 P* 是 从 P*-*-! 的 投影 。 对 P* 的 每 个 点 p， 
其 逆 像 x-1(p) 就 是 V 与 (n 一) 维 平面 Pn-*-1,yp 的 相交 ; 因为 Pr-*-1,p 一般 与 V 相交 与 
d 二 deg(V) 个 点 , 所 以 7 把 V 表示 为 几乎 处 处 的 P* 的 qd 叶 分 文 敢 盖 。 实 际 上 , r 必须 处 处 
有 限 : 如 果 任 给 P* 中 的 点 p, (n 一 及 维 平面 P*-*-1,p 与 V 相交 于 一 条 曲线 , 那么 , 那 条 曲 
线 必然 与 超 平面 PT"* 1 C P**-1,p 相交 , 与 P"* “1 与 V 不 相交 矛盾 。 

注意 , 如 果 我 们 选择 P* 上 的 齐 次 坐标 X = [Xo0,…,X| 使 得 P"*1 由 (Xo 二 :… = 
Xp 二 0) 给 出 , P* 由 (Xpyi = 二 … 二 X= 二 0) 给 出 , 那么 , 映射 + 由 

TIX0 An]) |X| 


给 出 。 特 别 是 , 到 P* 上 的 任意 有 理 函 数 了 的 V 的 拖 回 x*f 明显 是 有 理 的 , 使 得 在 了 上, 我 
们 有 包含 


TK(P)CK(V) CAV). 
现在 , 为 了 得 到 zm*K(P*) 在 M(V) 中 至 多 有 指标 qd, 设 y 为 V 上 的 任意 亚 纯 函数 且 设 
DD= (yp)w。 设 BCP* 是 7 的 分 支 轨迹 ; 在 Pr 一 B 上 ,我 们 可 以 通过 以 下 方法 定义 函数 多 ;: 


gp) = >, pa), 
gEn-1(p) 
Walp) = >, ov(9.:v(y), 


wo) = I[ ¢(); 
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即 , 我 们 设 wi(p) 是 在 V 中 7-1(p) 的 4d 个 点 处 gy 的 取 值 中 的 第 i 个 对 称 多 项 式 。w; 于 是 在 
P* 一 B 一 x(D) 上 是 全 纯 函数 , 并 且 因 为 在 远离 x(D) 处 是 有 界 的 , 所 以 它 通 过 Riemann 扩 
张 定 理 扩张 到 了 一 x(D) 的 全 纯 函数 。 我 们 声明 , 网 在 所 有 的 P* 上 扩张 为 亚 纯 函 数 。 如 
果 p er(D) 是 任意 点 , f(x) 是 在 p 的 邻 域 人 中 7(D) 的 局 域 定义 函数 , 那么 , 对 足够 大 的 
m, 函数 


2 
在 r-1(A) 将 是 全 纯 的 。 对 ge A -- B, 那么 设 


A (II yp (po) ou)j 


1 


是 在 r:!(9) 的 点 处 w 取 值 的 对 称 函 数 ; 由 于 在 人 的 任意 紧 致 子 集中 是 有 界 的 , 所 以 yw 同 
样 扩 张 到 和 A 上 的 全 纯 函 数 。 写 作 


我 们 得 到 , wy; 扩张 到 A 中 一 一 并 且 因 此 所 有 了 中 一 一 的 亚 纯 函 数 。 因 此 , 函数 yw; 是 有 理 
函数 。 但 是 现在 , 在 V 上 , 我 们 有 


pp 


即 , 每 个 亚 纯 函数 pe .NM(V) 满足 KK(P*) 上 次 数 为 4 的 多 项 式 关系 。 由 本 原 元 素 定理 ， 
于 是 , 域 扩张 .MU(V) 2 mr*K(P*) 是 次 数 最 大 为 4 有限 的 。 

为 了 完成 我 们 的 断言 的 证 明 , 我 们 要 写 出 一 个 V 上 的 有 理 函 数 , 它 不 满足 域 x*K(P*) 
上 次 数 小 于 qd 的 多 项 式 关系 。 为 此 , 我 们 分 解 投影 映射 f: 选择 一 般 平面 P"*? C pn-*-! 
和 Ph+l DP*, 并 设 w :V 一 Pst1 是 从 P"-*-? 的 投影 。 我 们 可 以 取 P 上 的 齐 次 坐标 
[Xo,… ,XX,] 使 得 


pn-—k-1 一 (Xo = := X= 0), PK ae (XI 一 一 Xn = 0), 
pn-k-2 一 (Xo0 = := X41 = 0), Pp*+1 > (Xkp42 = = Xn,=0 


用 这 些 坐 标的 方式 , r 象 以 前 一 样 给 出 , 且 


™([Xo, 0 , Xn]) 二 [Xo, Ei ,Xk41| 


使 得 7 就 是 x 的 分 解 , 投影 是 从 PXT 中 的 点 (Xo ==… = Xk 二 Xpt2 = 二.… 二 Xn 二 0) 到 
P* 上 。 注 意 , 因为 P**? 是 一 般 选 择 的 , 所 以 映射 x 在 其 像 中 的 开 集 上 将 是 一 一 对 应 的 : 
这 就 是 , 对 中 的 某 些 点 p, (n 一 一 1) 维 平面 Po- 和 52 与 六 只 相交 于 点 2 一 一 但 是 任 给 
V 中 点 yp, 经 过 点 p 的 一 般 (n 一 一 1) 维 平面 只 与 V 相交 于 p。 

现在 , 考虑 V 上 的 有 理 函 数 


复 代数 秘 ， 代 数 簇 154 


假设 zi+l 满足 形式 的 一 个 方程 


We 十 (CT ,Tk) a 十 ……: 十 Wu(Z1) ZN) 三 0,d a 


那么 , 对 Pr 中 的 一 般 点 p = [ao ,aa, 在 Tw(V) C Pet1 中 pp 的 逆 像 将 由 至 多 个 点 
{[ao,…, ax; 6]} 组 成, 其 中 ， 


DB4 -1 人 9 十 Wy (各 一 0。 


Qo QO QO Q0 


但 是 因为 投影 x :VP*+1 到 它 的 像 上 一 般 是 一 对 一 的 , 并 且 7 的 纤维 一 般 由 4 > df 个 
点 组 成 , 这 是 不 可 能 的 。 证 毕 


注意 , 因而 , 代数 儿 V 上 的 有 理 函 数 域 不 依赖 于 骨 入 。 因 此 , V 上 多 项 式 浮 数 的 芽 层 
是 内 强 地 伴随 于 VV, 对 每 个 Y 上 的 开 集 它 伴随 一 个 过 中 有 限 的 了 上 的 有 理 函 数 环 。 这 个 
层 一 一 本 学 科 代 数 方法 中 的 基本 结构 层 , 也 用 Ov 表示 。 
通过 同类 型 的 讨论 , 不 难得 到 ， 
1. 光滑 复 上 的 任意 亚 纯 微 分 形式 是 代数 的 , 即 , 可 用 有 理 函 数 及 其 微分 的 方式 表达 。 
2. 在 光滑 复 之 间 的 任意 全 纯 映 射 可 以 由 有 理 函 数 给 出 。 
3. 光滑 艇 上 的 任意 全 纯 矢 量 从 是 代数 的 , 即 , 可 以 用 有 理 转换 函数 给 出 。 


我 们 现在 可 以 证 明 第 一 个 断言 明显 地 , V 上 有 理 函 数 的 微分 dy 对 V 的 每 个 点 张 
开 余 切 空间 , 并 且 有 有 限 多 个 ; 那么 , V 上 的 任意 亚 纯 形式 是 这 些 形式 与 亚 纯 一 一 从 而 有 
理 一 一 系数 函数 的 外 积 的 线性 组 合 。 第 二 个 断言 来 自我 们 下 一 节 的 结果 : 两 个 代数 簇 的 积 
V x W 还 是 一 个 簇 ; 由 周 定理 , 图 了 CV x W C P" 于 是 被 多 项 式 裁 出 。 第 三 个 断言 来 自 
本 章 第 五 节 Grassmann 流 形 的 讨论 和 第 四 节 对 代数 艇 上 矢量 从 的 风 入 定理 的 证 明 。 

所 有 的 这 些 结果 都 是 一 般 G.4.G.4. 原理 ”的 特殊 情形 : 代数 答 上 的 任意 解析 对 象 是 
代数 的 。 在 本 方法 中 , 周 定理 和 G.A.G.A. 原理 的 重要 性 首先 是 哲学 上 的 , 而 不 是 实用 上 
的 。 因 为 在 研究 中 我 们 不 能 把 它们 作为 工具 使 用 一 一 大 部 分 我 们 的 技术 都 一 律 可 以 应 用 到 
复 上 的 所 有 解析 情况 , 所 以 知道 诸如 “一 个 给 定 的 亚 纯 函数 或 映射 是 有 理 的 ”这 些 对 我 们 没 
什么 用 一 一 在 处 理解 析 簇 而 不 是 代数 簇 时 , 它们 保证 了 我 们 仍然 在 处 理 同样 的 东西 。 


徐 的 次 数 
代数 秘 VC P” 的 基本 射影 不 变量 是 它 的 次 数 , 定义 如 下 : 取 一 个 维 平 面 PC P" 的 
类 作为 生成 元 , 我 们 得 到 同 构 


Har(P",Z) SZ. 
由 这 个 恒等式 ,有 维 秘 VC P" 的 次 数 是 a4(P",Z) 的 基本 类 。 


“此 命名 来 自 J.P. Serre 的 论文 , Geometrie Algebrique et Geometrie Analytique, Annals of the Institute 
Fourier, Vol.6。 
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| 


可 用 的 定义 很 多 。 首 先 , 由 Bertini 应 用 到 的 光滑 轨迹 , 一 般 (n 一) 维 平面 P”* CC 
P" 与 V 横 堆 相交 , 因此 与 了 正好 相交 于 


#(p"*.V)= degree(V) 
个 点 ; 从 而 , 我 们 可 以 把 秘 的 次 数 定义 为 V 与 余 维 数 的 一 般 线 性 子 空间 相交 的 点 的 数目 。 
另 一 方面 , 如 果 w 是 P* 上 的 标准 Kihler 形式 ， 
六 w* = degree(V). [ w* = degree(V), 
六 pr 


所 以 , 我 们 可 以 直接 定义 V 的 次 数 为 其 体积 除 以 局。( 这 在 有 时 候 被 称 为 Wirtinger 定 
理 。) 如 果 V c P”" 是 超 曲 面 , 我 们 已 经 得 到 , 它 可 以 用 齐 次 坐标 Xo,… ,X 的 方式 作为 齐 
次 多 项 式 下 的 轨迹 


而 给 出 。 如 果 厂 的 次 数 为 a, 那么 V = (op) 的 基本 类 是 mw = cl(H9) 一 一 即 , d 乘 以 超 平面 
的 类 一 一 所 以 V 的 次 数 为 4。 作为 男 一 个 选择 , 如 果 


(Yo, Y] [aoY + bo ,anYo + bn7] 


是 P" 中 的 一 般 直 线 , 到 P! 的 己 的 拖 回 je 对 瑟 和 冯 将 是 qd 次 齐 次 的 , 并 且 因 此 由 代数 
基本 定理 它 正 好 有 4 个 根 。 从 而 V 的 次 数 是 多 项 式 FF 的 次 数 qd。 

关于 次 数 的 一 个 基本 事实 是 , 它 对 相交 有 多 重 性 。 因 为 一 个 P*% 和 一 个 P" 名 横 截 
相交 于 一 个 P*- 名 “名, 两 个 几乎 处 处 横 截 相交 的 簇 的 相交 次 数 是 它们 的 次 数 乘积 。 更 一 般 
地 , 如 果 站 和 了 环 是 次 数 为 di 和 ds 的 复 , 它们 在 P* 中 相交 于 相应 维 数 的 徐 一 一 VN W 的 
不 可 约 分 量 {2 那么 ， 


al .do = multz (TY W) : degree(2;) 

其 中 , multz 在 第 零 章 第 四 节 中 定义 。 这 对 余 维 数 特别 有 意义 。 例 如 , 如 果 C 和 吃 是 P? 
中 次 数 为 di 和 di 的 曲线 , 且 没 有 公共 分 量 一 即 只 相交 于 点 我们 得 到 , 它们 至 多 相交 
于 did 个 点 。 这 是 下 列 的 弱 结论 : 
Bezout 定理 : 两 个 次 数 为 di 和 ds 的 互 质 的 多 项 式 f(x,y),g(7X,y) €E CIzx,y, 至 多 可 有 dids 
个 联 立 解 。 

次 数 对 投影 和 锥 化 的 几何 操作 也 有 好 的 性 质 。 明 显 地 , 如 果 VC P" 是 任意 艇 , p e P” 
是 不 在 V 上 的 任意 点 ， Mp : V — 了 "一 ! 是 到 超 平面 上 的 投影， 那么 


deg(V) = deg(np(V)): 
i(V) 与 P"! 中 (mn 一 一 1) 维 平面 P**-! 相交 点 的 数目 就 是 V 与 了 中 (2 一) 维 平面 


P"* 二 P"-*-1,p 相交 点 的 数目 ; 因为 由 Bertini, 经 过 yp 的 一 般 P”* 横 截 相交 于 V, 所 以 这 
就 是 V 的 次 数 。 
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锥 化 是 我 们 前 面 没有 过 到 过 的 操作 。 如 果 VC P" 是 任意 簇 , p e P" 在 任意 点 都 与 V 
保持 距离 , 我 们 取 VV 上 经 过 pp 的 锥 为 经 过 p 与 V 相交 的 直线 的 并 集 。 容 易 得 到 p,V 是 艇 : 
它 是 在 由 


T= {(p,7):rEeV,pAgAr7 = 0}, 


定义 的 接合 对 应 TC P" x P" 的 第 一 个 因子 上 的 投影 下 的 像 , 它 本 身 是 P" x P" 的 一 个 解析 
子 饼 。( 作 为 选择 , 如 果 在 齐 次 坐标 p = [0,…,0,1] 中 , 设 P*-! 是 超 平面 X, = 0; 如 果 在 从 
2 的 投影 下 V 的 像 7,(V) CP” ! 是 由 多 项 式 { 有 (CCXo Xn_1)} 在 P”! 中 裁 出 , 那么 , 锥 
p;V 是 由 多 项 式 {F(Xo,… ,Xn) = Fo(Xo,… ,Xn_1)} 裁 出 。) 现在 , 如 果 五 c P" 是 一 般 
的 超 平面 , 不 包含 p, 那么 , 互 与 锥 p,V 的 相交 将 简单 地 是 从 p 到 五 中 的 V 的 投影 zj,(V); 
所 以 ， 


deg(p, V) deg(H Np,V) 
deg(7Tp(Y)) = deg(V)。 


可 能 与 秘 V C P” 相伴 的 另 一 个 簇 是 它 的 弦 徐 C(V), 定义 为 与 了 相交 两 次 或 切 于 V 
(极限 情况 下 ) 的 所 有 直线 的 并 集 。C(V) 是 由 


T={(p,g9,7):p#¥zq9€EV,pAgAr = 0} 


定义 的 接合 对 应 TC P" x P” x P” 闭 集 的 第 三 个 因子 上 投影 的 像 。 了 是 P” x P” x P” 的 解 
析 子 秘 , 且 因 此 C(V) 是 P" 中 的 解析 子 簇 。 注 意 , 因为 在 第 一 个 因子 上 的 投影 把 了 映射 到 
有 (dimV 十 1) 维 纤 维 的 了 上 , 所 以 了 的 维 数 为 2. dimV 十 1。 因 此 , C(V) 的 维 数 至 多 是 
2. dimV 十 1; 一 般 地 , 这 将 是 精确 的 。 特 别 是 , 因为 光滑 艇 到 超 平面 中 的 投影 mm 将 是 嵌入 
当 且 仅 当 p 4 C(V), 我 们 得 到 , 如 果 n > 2. dimV 十 1, 那么 V 光滑 地 投影 到 超 平面 中 。 因 
此 ， 

维 数 为 上 的 任意 光滑 代数 秘 可 嵌入 到 P2n+l 中 。 

就 象 我 们 将 看 到 的 那样, 秘 的 弦 簇 C(V) 的 次 数 的 确 不 单独 依赖 于 V 的 次 数 。 

禾 VC P" 称 为 非 退 化 的 , 如 果 它 不 处 在 超 平面 中 。 我 们 有 关于 非 退 化 艇 的 下 列 条 件 : 

如 果 VC J" 是 不 可 约 的 , 非 退化 的 上 维 徐 , 那么 


deg(V) 之 nm—k+i+1l。 


我 们 首先 对 P* 中 的 曲线 来 证 明 它 。V 的 任意 点 处 在 超 平面 五 中 , 且 V 的 次 数 小 于 n, 那 
么 , 与 了 有 半 个 公共 点 的 五 将 与 Y 有 一 条 曲线 ; 如 果 不 可 约 , 那么 VV 应 处 在 五 中 。 

转 到 一 般 情形 , 我 们 必须 证 明 , 维 数 > 2 的 不 可 约 非 退化 复 立 的 一 般 超 平面 截面 INV 
在 五 中 也 是 不 可 约 和 非 退 化 的 。 后 一 部 分 是 明显 的 : 因为 退化 的 五 mmT 在 五 eB 上 是 
闭合 的 , 且 因 为 V 自己 是 非 退化 的 , 那么 , 我 们 能 找到 V 的 nn 个 点 来 张 开 超 平面 , 所 以 , 不 
是 每 个 V 的 超 平面 截面 都 是 退化 的 。 

我 们 的 断言 的 前 一 半 一 一 一 个 不 可 约 簇 的 一 般 超 平面 截面 是 不 可 约 的 一 一 有 点 困难 。 
首先 我 们 注意 到 , 如 果 V 是 光滑 的 , 从 超 平面 截面 上 的 Bertini 定理 的 Lefschetz 定理 容易 
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得 到 : 由 Bertini, 一 般 超 平面 截面 了 NV 是 光滑 的 , 并 且 因 此 由 Lefschetz， 
Ho(HNMNV,C)SE HolV, C) EEC; 


即 , 五 NV 是 连通 的 。 因 此 , 如 果 五 NV 是 可 约 的 , 那么 五 NV 的 分 量 了 
是 它们 的 相交 点 将 是 五 NV 的 奇异 点 , 因此 这 种 情况 不 能 出 现 。 

要 证 明 在 一 般 情形 下 的 断言 要 求 不 同 的 方法 。 我 们 如 下 讨论 : 设 p eV 是 任意 光滑 点 ， 
设 如 -2 C P" 是 与 V 横 截 相交 与 p 的 (n 一 2) 维 平 面 ; 设 2 是 包含 p 的 VNP"? 的 不 可 约 
分 量 。 现 在 , 考虑 包含 一 的 P”* 中 的 超 平面 束 {五 }。V 的 每 一 个 超 平面 截面 HNV 包 
含 2, 但 是 因为 每 个 及 与 V 横 截 相交 在 p, 作为 HNV 的 光滑 点 的 了 对 每 个 入 至 多 处 在 
HANV 的 一 个 分 量 中 。 设 VW 是 包含 2 的 截面 五 V 的 不 可 约 分 量 的 并 集 。 那 么 是 包 
含 在 V 中 的 上 维 开 解 析 簇 , 因此 它 的 财 集 是 所 有 的 V; 因而 对 一 般 的 入 NV= NV 
是 不 可 约 的 。 

现在 , 原来 的 引 理 可 以 容易 地 从 曲线 得 到 : 如 果 VC P” 是 次 数 为 a 的 任意 不 可 约 非 退 
化 的 天 维 筷 , 那么 , Y 与 一 1 维 超 平面 的 一 般 相 交 是 也 全: 中 次 数 为 a 的 不 可 约 非 退化 
曲线 , 并 且 因 此 ， 


说- 


得 不 互相 相交 ; 但 


d 宇 n 一 k+l1。 

我 们 可 以 重新 把 引 理 表述 为 : 次 数 为 d 的 任意 不 可 约 丰 维 复 了 C 可 必须 处 在 维 数 为 
d 十 上 一 1 的 线性 空间 中 ; 作为 推论 , 那么 我 们 再 次 得 到 , P" 中 任意 次 数 为 1 的 簇 是 线性 子 
空间 。 

我 们 将 得 到 , 次 数 为 这 个 下 限 的 簇 一 一 比如 到 中 次 数 为 n 的 曲线 , Po 中 次 数 为 n 一 1 
的 曲面 , 等 等 一 一 有 特殊 的 性 质 。 
代数 徐 的 切 空间 

对 徐 V C 如 和 一 个 光滑 点 PE V, 伴随 一 个 P* 的 线性 子 空间 一 一 在 p 处 V 的 切 空 
间 。 它 可 以 用 几 种 方法 来 定义 ; 这 里 我 们 只 讨论 两 种 。 

1. 由 欧 氏 坐标 , 超 平面 五 CP" 的 余 空 间 同 构 于 C"; 我 们 可 以 取 p 处 V 的 切 空 间 为 通 
常 切 子 空间 T(V) C TD(C”) 在 P” 中 的 闭 集 。 明 显 地 , 如 果 zi1,… ,zw 是 p= (al ,an) 
邻 域 P* 上 的 欧 氏 坐标 , 且 Y 由 函数 {f(z1,… ,zn)} 裁 出 , 那么 , 它 就 是 由 下 式 定 义 的 Pp” 
的 线性 子 空间 : 


on 


i=1] 
2， 作 为 选择 , 如 果 V 用 齐 次 坐标 Xo,…, X 的 方式 由 多 项 式 {五 (Xo,…,X)} 的 轨 
迹 给 出 , 那么 它 是 线性 子 空间 


OF, 

i=0 OA 
其 中 , 微分 作用 在 形式 上 : 如 果 大 是 玉 的 非 齐 次 形式 , 那么 9f。/0zxi 是 9F。/0X; 的 非 齐 
次 形式 , 利用 关系 


(D) .Xi = 0, 
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其 中 4 = deg( 卫 ), 我 们 可 以 写 出 : 


~ OF, OF, 
全 3K) .Ai 二 Xo >》 (Pp) :i 


| 
DS 
已 
六 
S 
合 
8 


因此 , 齐 次 形式 描述 同样 的 子 空间 。 

用 类 似 方法 , 在 点 (可 能 奇异 ) p eV 处 我 们 可 以 定义 VC P" 的 切 锥 。 首 先 , 如 果 VV 是 
日 齐 次 多 项 式 下载 出 的 超 曲面 , p 是 V 上 多 重度 为 大 的 一 个 点 一 一 使 得 阶 次 科大 一 工 的 羽 
的 所 有 偶 微 商都 等 于 零 一 一 那么 , 我 们 取 p 处 V 的 切 锥 为 轨迹 


OF io 


一 般 地 , 我 们 将 取 处 伐 Y_ CP" 的 切 锥 为 p 附 近 包含 V 的 所 有 超 曲 面 在 2 处 的 切 锥 的 相 
这 也 可 以 作为 处 在 VV 上 目 经 过 p 的 所 有 曲线 在 p 处 的 切线 的 并 集 来 得 到 ; 或 者 作为 弦 


的 极限 位 置 lim、_,op, q( 和 ) 而 得 到 , 其 中 g( 入 ) 是 满足 q(0) =p 的 VV 中 的 弧 。 


ET 


4. Kodaira 骨 入 定理 


线 丛 和 到 射影 空间 的 映射 

本 节 我 们 将 讨论 确定 什么 时 候 紧 致 复 流 形 正好 是 代数 簇 , 即 它 什么 时 候 能 舰 入 到 射影 
空间 中 。 我 们 首先 建立 到 PN 的 映射 的 一 个 基本 公式 。 

设 M 是 紧 致 复 流 形 , 工 一 M 是 全 纯 线 从 。 回 想 一 下 , 对 矢量 空间 五 0(M, CO(DL)) 的 任 
意 子 空间 , 伴随 M 上 除 子 的 一 个 线性 系 


[IE|= {(s)}sep C Div(M). 


因为 M 是 紧 致 的 , 那么 只 要 存在 某 些 非 零 常数 和 eC, 满足 s= As', 则 (s) = (s); 因此 || 
用 射影 空间 P(E) 来 参数 化 。 

另外 假设 线性 系 |E| 没有 基点 , 即 , 不 是 所 有 的 se 一 都 在 任意 点 PE M 处 等 于 零 。 
那么 , 对 每 个 pe M, 在 p 处 等 于 零 的 截面 se 五 的 集合 形成 一 个 超 平面 已, C 已 一- 或 等 
价 地 , 包含 p 的 除 子 D e |B| 的 集合 形成 P(E) 中 的 超 平面 五 一 一 所 以 , 我 们 可 以 通过 把 
DE M 变 成 甩 , € P(E)* 来 定义 一 个 映射 : 


ip: AM 一 下 (五 六 。 
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我 们 可 以 如 下 更 清楚 地 描写 映射 .s。 选 择 B 的 一 个 基 so,…, sn。 如 果 我 们 设 对 开 集 UC 
MM 上 工 的 任意 平庸 化 pg。 有 sia == (si) E CU) 明显 地 , 点 [s0.a(p),:…,sSNa(p)] E PN 不 
依赖 于 选 定 的 平庸 化 po; 我 们 用 [so(p),…, sw(p)] 来 表示 这 个 点 。 用 对 应 于 基 s0, ,sw 
的 选择 的 恒等式 P()* 富 PN 的 方式 , 于 是 映射 ,pp 由 下 式 给 出 : 


Lip(p) = [so(D) ,SN(D)]。 


从 这 个 表示 我 们 得 到 , wp 是 全 纯 的 。 
现在 , 设 互 是 Pr 上 的 超 平面 从 。M 上 的 拖 回 从 由 除 子 (sz) 给 出 一 一 即 ， 


瑟 = wi(H)。 


还 有 , 任意 截面 s= > aisi 是 PN 上 且 的 截面 2 a;2; 的 拖 回 ; 即 ， 


E=i(H"(PN,O(H)) C HM, 6(L)). 


因此 , wp: M 一 PN 把 线 丛 工 和 子 空间 五 C Ho(M,CO(L)) 都 确定 了 , 我 们 得 到 一 个 基本 关 
系 : 


f :Mo— Pp”, 的 线 从 L 一 AM 
模 射 影 变 换 使 得 || 没 有 基点 
其 中 , PNY 中 齐 次 坐标 的 选择 对 应 于 五 的 基 so,.…, sw 的 选择 。 
我 们 常常 把 LHO(M,O(L)) 写作 LL) 把 LID] 写作 ,p。 
注意 , 在 ps 下 M 的 像 的 次 数 一 一 即 , M 与 个 P* 中 的 一 般 超 平面 的 相交 一 一 就 是 表 
示 除 子 De |B| 的 n 重 自 相 交 , 即 ， 


| 非 退化 映射 | (te ‘| 


deg(izgM) = co(L)”。 


复 了 C P" 称 为 正规 的 , 如 果 T 上 给 出 嵌入 :TY 一 名 的 线性 系 是 完备 的 , 即 , 如 果 限 
制 映射 
H"(P", 6(H)) —» H"(V, 6(H)) 


是 满 射 。 注 意 , 任意 超 曲面 了 C P" 是 正规 的 : 从 恰当 层 序列 


站 


我 们 有 上 同调 群 的 恰当 序列 


于 (PP Grn(H)) — HV, Ov(H)) 一 吾 (P Grn(H —V)), 


H'(P", Gen(H—V))= H (P", Opn((l— d)H))=0, 
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所 以 7 是 满 射 。 注 意 , 两 个 正规 禾 VV  C P” 将 是 射影 同 构 的 一 一 即 , 六 可 以 被 如 的 自 同 
构 变 成 站 一 一 如 果 通 过 把 Hy 变 成 Hy 的 映 映 有 Y 双全 纯 于 。 特 别 是 , 如 果 玉 和 六 是 
P" 中 维 数 > 3 且 次 数 d 关 nn 十 1 的 光滑 超 曲 面 , 那么 由 从 属 公式 , 有 


Kv = (Kr ® VD)lvy = (4d— 7- DH), 


Hi(V,06) S Hi(P",06) =0, H?(V,0) ¥ H2(P",0)=0, 


所 以 , 从 伴随 于 指数 层 序列 的 恰当 上 同调 长 序列 和 Lefschetz 定理 , 再 次 有 
Pic(V) = Hi(V,0°) & H?2(V,Z)  H?(P",Z) = 2, 
对 六 同样 成 立 。 因 此 , 如 果 yp :TY 一 VW 是 双全 纯 的 , 那么 
PRKv'= Kv pHly)= Hly, 


所 以 V 和 V' 是 射影 同 构 的 。 结 论 是 : 


p" 中 两 个 维 数 > 3 且 次 数 gd 尖 兄 十 1 的 光滑 超 曲面 是 同 构 的 , 当 且 仅 当 它们 是 射影 同 
构 的 ; 或 等 价 地 
p" 中 任意 维 数 > 3 且 次 数 d 关 nn 十 1 的 光滑 超 曲面 的 自 同 构 由 P" 中 的 自 同 构 所 诱导 


的 。 

这 个 结果 实际 上 对 BP 中 次 数 d 关 4 的 曲面 V 也 成 立 : 为 了 应 用 前 面 的 讨论 , 我 们 只 需 
要 知道 2(V,Z) 不 包含 挠 率 ; 这 从 下 列 事实 得 到 : V 是 单 连通 的 (多 次 应 用 Lefschetz 定理 )， 
还 有 对 同调 的 挠 率 部 分 于 tor 的 Poincaré 对 偶 的 结论 : 


Hitor (M,Z) Se HY (M,Z)。 


tor 


我 们 将 用 经 典 的 例子 来 说 明 到 射影 空间 的 映射 与 无 基点 线性 系 之 间 的 对 应 : 伴随 于 P” 
上 线 从 d 互 的 Veronese 映射 。 我们 已 经 知道 ，qH 的 整体 截面 对 应 于 2Z = [20,…,2n| 中 
次 数 为 d 的 齐 次 多 项 式 , 使 得 如 果 {2 = 2Z9.…… Zor} 表示 2 中 次 数 为 d 的 单项 式 的 集合 ， 
那么 Veronese 映射 由 下 式 给 出 : 


[ 


容易 验证 , Veronese 映射 是 一 个 光滑 骨 入 , 其 性 质 为 , 也" 中 每 个 次 数 为 dg 的 超 曲面 变 成 
cr(P") C PN 的 超 平面 截面 。 此 处 有 几 个 例子 : 
1. 用 P! 中 欧 氏 坐标 上 = 2 /20 的 方式 , Veronese 映射 


up : Pt 一 了" 
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te [1,t, t,t" 


给 出 。 它 的 像 是 次 数 为 n 的 非 退 化 的 曲线 , 称 为 有 理 正 规 曲 线 。 

相反 地 , 如 果 C Cc P" 是 次 数 为 n NO A 设 pi,…,pn_1 是 C 的 任意 
n 一 1 个 独立 的 点 ,V = 万 ;DT 人 兰 P 是 它们 的 线性 张 开 , { 有 BA}Aep 是 包含 六 的 如 
中 的 超 平面 束 。 于 是 每 个 过 平面 吕 与 C 相交 于 包 个 点 : 总 号 和 一 个 另外 的 点 ,我 
们 称 其 为 9( 和 )。( 如 果 如 是 包含 六 且 在 ms 与 C 相 切 的 超 平面 那么 点 dg(A) = pi。) C 的 

每 个 点 处 在 唯一 的 一 个 超 平面 玉 上, 且 因 此 映射 gq :Pi 一 C 是 一 个 同 构 。 还 有 , 因为 nH 

是 Pl 上 次 数 为 的 唯一 线 从 ,所 以 得 到 , Pr 中 次 数 为 的 每 个 不 可 约 非 退 化 曲线 射影 同 
构 于 有 理 正 规 曲 线 。 

2. 用 下 中欧 氏 坐 标 s = 21/2Zo,t 二 2Z2/2Zo 的 方式 , Veronese 映射 f= wy: 一 下 由 
下 式 给 


(s,t) 上 [1s) 太 52 st,t*]。 
像 S = f(P?) 是 次 数 为 ci(f*Hres)? = ci(2Hp2)? = 4 的 非 退 化 曲面 ; 注意 , 对 最 后 一 节 而 言 ， 
这 个 次 数 是 最 小 的 。 
我 们 现在 离 题 一 下 来 讨论 Veronese 映射 5 C 严 的 一 个 奇特 的 性 质 : 它 是 EB 中 使 得 其 
弦 C(5) = UpgesDyg 的 答 是 P5 的 一 个 真子 比 的 唯一 非 退 化 曲面 。 为 此 , 注 注意 对 处 在 5 的 
弦 f(w),f(w) 上 的 任意 点 pe BP, 直线 到 = ww C PP? 被 映射 到 次 数 为 


# (Hes : f(L)) =# (2Fp + L) = 2 
的 了 中 的 曲线 , 于 是 由 156(173) 页 的 结果 , 它 是 处 在 2 维 平面 WW C 王 中 的 二 次 曲线 。 现 
在 , p € flw),f(w) Cc WW, 且 翁 中 经 过 z 的 任意 直线 必 与 f(L) 相交 两 次 , 使 得 处 在 5S 的 弦 


上 的 P5 中 的 任意 点 处 在 无 穷 多 5 的 弦 上 。 特 别 是 , 如 果 我 们 设 P2 中 的 直线 (s = 0), 设 
= Zom 那么 , 直线 fl(wo),pC 是 5 的 弦 。 因 此 ， 


= (| F700), 


PE 
gEeP? 


从 这 里 我 们 得 到 , C(5) 的 维 数 至 多 是 4。 明 显 地 , 我 们 把 C(5) 描述 为 
{Qa: f(s,t) + (1 —a):f(0,t)} = {1,as,at+ (1— oa)t,as’,ast,at + (1 — a)t?]}. 

我 们 现在 解 出 a，s, t 和 #: 给 定 X = [Xo,…,Xs| € C(S), XX 必 是 值 为 

5 = Xa/X1, t= Xa/Xi, aw = X2/XoXs, 

t = (XaX3— XIXs)/(XoXs — X?) 
的 点 Qf(s, 十 (1 一 Qa) :了 (0,t))。 最 后 , Xe C(S) 的 坐标 满足 

Xs/Xo = at?+(1—a)t? 
= Xi/XoXs+ (XaXs— XIX4s)’/(XoXs(XoXs — X?)), 
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上 ， 
(XoXs — X?)Xs = XoX? 十 X2X3 一 2XIXoX4， 
且 我 们 得 到 , Ps 中 Veronese 曲面 的 弱 篮 是 一 个 三 次 超 曲面 。 
我 们 现在 可 以 把 本 节 原 来 的 问题 表述 为 : 给 定 一 个 全 纯 线 从 LL 一 M, ii:M 一 PY 什 
么 时 候 是 一 个 嵌入 ? 首先 , 为 了 使 民有 明确 的 定义 , 线性 系 | 元 | 不 能 有 任何 基点 , 即 , 对 每 
个 x eM, 限制 映射 


HM, 6(L)) > L, 


必须 是 满 射 。 承 认 了 它 , 好 就 是 一 个 嵌入 , 上 只要: 


1， 刀 是 一 对 一 的 。 显 然 , 这 等 价 于 , 任 给 M 中 的 x 和 存在 一 个 截面 se 
HA(M,CO(L)), 它 在 x 等于零 而 在 y 不 等 于 零 , 即 ， 等 价 于 , 任 给 x 关 y EE M ,下列 限 
制 映射 是 满 射 
(*) HN OD) ND Dy 


注意 , 任 给 工 满足 这 个 条 件 , 那么 元 | 是 无 基点 的 。 

2. i 处 处 有 非 零 微 商 。 如 果 wo 是 xz 附近 工 的 平庸 化 ,那么 这 等 价 于 , 任 给 vx E T*(M)， 
存在 s E HO(M,CO(L)) 满足 s(x) =0 和 dso(7x) =v, 其 中 su = yp*%s。 我 们 可 以 把 这 个 要 
求 更 本 质地 如 下 表述 : 设 .4H C 06 表示 在 z 处 等 于 零 的 M 上 的 全 纯 函 数 层 , 设 .五 ( 志 ) 是 在 
2Z 处 等 于 零 的 工 的 截面 层 。 如 果 s 是 定义 在 xz 附近 的 任意 .五 截面 , pa,， ps 是 在 z 的 邻 域 
U 中 工 的 平庸 化 , 那么 , 写 出 se = ps, sp = 93s，sa = gapsp, 我 们 有 


d(sa) = d(sg): 9ag + dgag :56 
= d(se) gap 在 z 处 。 


因此 我 们 有 一 个 明确 定义 的 层 映射 
DN Ee pele 


并 且 条 件 2 可 以 表述 为 要 求 下 列 映 射 对 任意 z < M 是 满 射 : 


(xx*) H°(M, (LD)) ST ® Ly 
注意 , 当 y 一 x 时, (**) 是 (*) 的 极限 情形 。 
我 们 要 得 到 的 结果 是 : 


Kodaira 赂 入 定理 : 设 M 是 紧 致 复 流 形 且 也 M 是 正定 线 从 。 那 么 , 存在 如 使 得 对 
之 ko, 下列 映射 是 明确 定义 的 并 且 是 M 的 一 个 髓 入 : 


rs: M — PN 
让 我 们 现在 考虑 怎样 才能 进行 证 明 。 要 做 的 第 一 件 事情 是 把 映射 (*) 和 (xx) 放 到 恰当 


序列 中 , 并 且 直 接 使 用 我 们 的 消 没 定理 。 直 到 最 后 , 设 .4,y(L) 表示 在 x 和 yy 等 于 零 的 工 的 
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截面 层 , .4 为 在 x 处 到 二 阶 等 于 零 的 工 的 截面 层 , 即 , 使 得 d,(s) = 0 的 .到 (ZL) 的 截面 s。 
我 们 有 恰当 层 序 列 


ek ED em OD PE A 


和 
0 (DS (DT 0 


使 得 为 了 证 明 映 射 (*) 和 (xx) 是 满 射 , 只 需要 证 明 下 式 就 可 以 了 : 


H' (M,Z (LD)) = HH (M, Say(L)) = 0; 


的 确 , 用 大 代替 克 并 对 天 > 局 利用 有 (MO(UD) = 0, 读者 可 以 验证 , 我 们 的 定理 等 价 于 
的 高 次 宕 的 这 个 消 没 定理 。 问 题 是 , 除非 M 的 维 数 为 1 层 Zs(L) 和 .92 都 不 是 全 纯 矢 
量 从 的 截面 层 一 对 全 纯 矢量 从 工 -，M 和 子 侯 六 C M, 限制 映射 Cu(B) 一 Ov() 的 核 
是 矢量 从 的 截面 层 当 且 仅 当 V 在 M 中 的 余 维 数 为 1 一 -并且 因此 关于 它们 , 利用 我 们 的 调 
和 理论 的 方法 不 能 得 到 直接 的 结果 。.72 和 .7 是 凝聚 层 的 例子 , 凝聚 层 是 与 全 纯 矢 量 从 
的 截面 层 密切 相关 但 更 广泛 的 一 类 层 。 凝 聚 层 理论 将 在 第 五 章 讨论 。 

解决 问题 的 另 一 种 方法 是 仿照 146(161) 页 命题 的 证 明 , 并 且 在 M 的 维 数 上 利用 归纳 
法 一 例如 , 如 果 我 们 可 以 找到 包含 x 和 ?的 一 个 光滑 超 曲面 了 <_M, 那么 , 为 了 证 明 映 
射 (9) 是 满 射 , 我 们 只 须 对 了 上 的 Ly 证 明 它 , 并 且 证 明 限 制 映射 


H'(M, Ou(L)) =» HV, Ov(D)) 
是 满 射 , 即 ， 
Hi(M, Ou(L—V))=0。 

但 是 , 这 非常 清楚 地 预示 了 要 证 明 的 结果 : 先 验 地 , M 根本 不 需要 在 它 上 面 有 除 子 。 

现在 清楚 了 , 我 们 的 困难 在 于 一 个 简单 的 事实 , 除非 M 是 紧 致 Riemann 曲面 , M 上 的 
一 个 点 不 是 一 个 除 子 。 我 们 可 以 用 称 为 胀 开 的 一 个 优美 的 经 典 构造 来 解决 这 个 问题 , 它 把 
复 流 形 上 的 点 变 成 除 子 。 
胀 开 

我 们 将 首先 描述 C" 的 圆 盘 A 中 原点 的 胀 开 。 设 xz = (多,… ,zn) 是 和 中 的 欧 氏 坐标 ， 
1 = [4,… ,la] 是 P"-! 上 相应 的 齐 次 坐标 。 设 入 C A x P"1! 是 由 二 次 关系 


人 A= {(z,0) : Zily = Zyl 任 给 i, 让 


给 出 的 人 x P”1! 的 子 流 形 。 如 果 我 们 把 点 1 e P"! 看 作 C" 中 的 直线 , 那么 , 把 这 些 方 程 
写作 :AL = 0, 我 们 得 到 , 这 束 是 定义 为 {(z,1) :>zE1 的 接合 对 应 。 

现在 , 人 由 第 一 个 因子 上 的 投影 : (z,1) 局 z 映射 到 A 上 ; 从 几何 解释 得 到 , 除了 信 
中 的 原点 外 这 个 映射 是 一 个 同 构 , 并 且 r-1(0) 就 是 A 中 直线 的 射影 空间 。 有 效 地 , A 由 变 
得 不 相交 的 A 中 经 过 原点 的 所 有 直线 组 成 。A 与 到 和 A 的 其 投影 映射 一 起 称 为 A 在 原点 的 
胀 开 。A CC? 的 胀 开 的 真实 情况 见 下 图 。 
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| 一 
| 
机 
二 
个 
~ 个、 
ee 
TC 


注意 , 我 们 已 经 遇 到 过 流 形 A: 与 第 二 个 因子 上 的 投影 x; A 一 P”! 一 起 , 就 是 P”! 
上 的 万 有 从 J。 

现在 , 设 M 是 维 数 为 n 是 复 流 形 , ze M 是 任意 点 , 且 z :UV 一 人 是 中 心 在 rE M 周 
围 的 坐标 圆 盘 。 投 影 映 射 的 限制 


i:A—-E—oU-{r}cM 


给 出 人 的 马 = lz 邻 域 与 M 的 xz 领域 之 间 的 一 个 同 构 ; 我 们 定义 xz 处 M 的 胀 开 MM 为 
用 和 A 代 替 和 Ac AM 而 得 到 的 复 流 形 


M; = M— {zr} UA 


以 及 自然 投影 映射 "+: M 一 M。 再 次 , 投影 ={7~ (XJ 上 二 以 二 {2 是 二 个 同和 构 ; 
在 M 中 的 逆 像 -1(z) 称 为 胀 开 的 例外 除 子 ， J 常 表示 为 忆 或 BB。 

注意 , 胀 开 M 一 M 不 依赖 于 在 圆 盘 A 中 使 用 的 坐标 : 如 果 {z = f(z)} 是 A 中 另外 
的 坐标 , 且 f(0) = 0, A' 是 用 这 些 坐 标 方式 的 人 的 胀 开 ; 那么 , 同 构 


f:A—-EB—A’— 


可 通过 设 定 f(0,7) = (0,7 作 被 扩展 到 石上 , 其 中 ， 


Of; 
2 Bz (0) 网 
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的 确 , 从 这 里 我 们 得 到 , 由 


(0,7) 上 于 | 


给 出 的 恒等式 
E = P(T(M)) 


同样 不 依赖 于 坐标 系 的 选择 。 
现在 , 我 们 将 更 详细 地 描述 互 附 近 NL 的 几何 。 首 先 , 我 们 给 出 到 上 瓦 附 近 的 局 域 
坐标 : 设 > = (#1,…, 纪 ) 是 中 心 在 z 的 U3 z 上 的 局 域 坐标 。 那 么 ， 


We x (UV) 一 {(z,!) EUx ]P" 一 ! : 2 = Zjli}; 
并 且 我 们 设 定 
U;= (和 0) CU, 
用 这 种 方法 , 我 们 得 到 的 邻 域 U0 的 开 覆 盖 , 并 且 在 每 个 开 集 U; 中 , 我 们 有 局 域 坐标 z(2);: 


l 2 
A 了 天 人 
和 
Zi = Zi 


Ui; 中 的 映射 + :Ms 一 M 由 


给 出 , 并 且 U; 中 的 除 子 忆 由 


给 出 。 在 Ui;nU; 中 ， 


现在 , 因为 在 UV; 中 万 = (2), 那么 线 从 [2] 在 U 中 由 转换 函数 


gj = 2(7)i 二 和 I 
2 
并 且 因 此 我 们 通过 确定 纤维 
(*) [El = {A(l1, ,Mn), A € C} 


实现 了 [Dl|z。 特 别 是 , 我 们 得 到 , 线 从 [2]|g 就 是 马 室 P"1 上 的 万 有 从 J 二 一 HH。 
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对 偶 地 , 作为 任意 点 (z,1) e U 上 的 纤维 , 线 从 [2] = [2B] 为 直线 1C C 上 的 线性 泛 函 
空间 ; [一 Bjls 是 马上 的 超 平面 从 。 

现在 , 我 们 已 经 知道 ， 马 自然 等 价 于 P(TI(M)), 使 得 马上 [2| 的 整体 截面 正好 对 应 
于 切 空间 上 的 线性 泛 函 , 即 ， 


(x**) H"(E, Gg(-E))= TY(M). 

另 一 方面 , 给 定 在 xz 处 等 于 零 的 Z 上 的 函数 f, 函数 x*f e O(U) 沿 着 五 等 于 零 , 并 且 
因此 可 以 被 看 作 U 上 [一 可 的 截面 。 由 直接 的 计算 , 我 们 验证 , 对 任意 f €& .4.(U), 由 恒 等 
式 (x*) ,截面 Te O( 一 (VU) 对 万 的 限制 对 应 于 在 zx 处 了 的 微分 df(z), 即 , 下 图 是 交换 
的 : 


HU,O(-E)) 于 HE,O(-D)) 
1 | 


dz 


Oo, Rs 


这 个 对 应 反映 了 胀 开 的 局 域 解析 特征 的 基本 方面 : 在 M 的 点 x 处 的 函数 , 映射 或 微分 
形式 的 无 穷 小 性 状 被 变换 到 M 上 的 整体 现象 。 的 确 , 用 经 典 的 语言 , 在 x 处 M 的 胀 开 的 
例外 除 子 中 的 点 称 为 z 的 “无 穷 近 点 ”; 例外 除 子 本 身 称 为 z 的 “无 穷 小 邻 域 ”。 

下 一 个 要 做 的 是 计算 M 上 线 从 [可 和 |- 如 的 曲率 。 我 们 如 下 构造 [可 上 的 度量 : 设 
hi 是 用 马 的 表示 (*) 的 方式 由 


(0, = 


给 出 的 [可 lzr 上 的 度量 。 设 o€ HO(M,CO(E)) 是 M 上 [BE] 的 上 述 整 体 截面 有 (0o) = 万 ， 
使 得 o 在 M 一 瑟 上 是 非 零 的 ; 设 ho 是 [加 |w_s 上 的 度量 , 由 下 式 给 出 : 


lc(z)| 三 1。 


对 e > 0, 用 U6 表示 U 中 zz 周围 的 球 (|lzj| < = 来 表示 , 并 且 设 Uc =7-1(U6); 设 pi ps 是 
M 的 覆盖 {U2e, M 一 Ue} 的 单位 分 解 , 并 设 h 是 由 


h= pi:hitp2: ho 


给 出 的 整体 度量 。 
我 们 将 用 这 个 度量 计算 [本 的 曲率 。 为 了 表示 方便 , 设 Qia 表示 [本 的 曲率 Bj 的 
V1/2 倍 。 必 须 考虑 三 种 情况 : 
1. 在 MM 一 Us 上 ,pz 三 1 所 以 oj? =1; 最后， 


1 
Qa 一 dda° log [cp 三 0。 


2. 在 六 一 玉兰 下 一 {zx} 上 , 设 用 表示 (*) 的 方式 由 


o(z,{) = 2; 
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给 出 , 那么 ， 


Qig = dd° log —— = —dd° log ||z||l”, 


||z 下 四 
即 ， 一 Qs 就 是 在 由 (z,) 瞩 [给 出 的 映射 :U6 一 P"!1 下 ，P"-! 上 Fubini-Study 度量 的 
伴随 (1,1) 形式 w 的 拖 回 x*w 。 因 此 ， 


-Qa 之 0 在 Ue 一 BB 上 。 


3. 我 们 已 经 知道 ,在 于 -已 上 -Qi w; 由 连续 性 得 到 , 在 整个 Uc 上 一 Qig] = Tu， 
特别 是 , 在 已 上 ， 
一 已 [加 Ig = 0 
总 之 , 如 果 我 们 设 Qs 是 [2]* = [一 可 中 对 侦 度量 曲率 形式 的 V 一 1/2 倍 , 那么 我 们 有 ， 
0 在 M 2 ron 
Qa = -Qa =m 4 > 0 在 UV. 上 , 


> 0 在 T(E) C TM) 上 , 任 给 zx € 五 。 


这 个 计算 的 要 点 是 : 设 工 一 M 是 度量 为 hy 的 正定 线 从 , 其 曲率 形式 Bj 是 正定 形式 
Qz 的 V=I/2 倍 。 那 么 , 如 果 Dr 是 从 x*L 一 M 上 诱导 度量 的 曲率 形式 的 V-=1/2 倍 ， 


Qi = "QL7, 

因此 ,在 M 一 上 有 Qi > 0。 还 有 , 任 给 ze 已 和 切 矢量 we T,(M)， 
(rr = (QL; ny, Rad) > 0， 

是 等 号 成 立 当 且 仅 当 7(v) = 0, 即 , 当 且 仅 当 ~ 切 于 互 。 因 此 ， 


0 处 处 ， 
Qnr= > 0 在 M- 巨 上 ， 
> 0 在 TCM)/TL(B) 上 任 给 ze 书 ， 


并 且 形 式 


rree[ 可 一 inLk 十 QL_p 
= khOrmLi+ dp 


在 Us 和 M 一 Uz。 中 处 处 正定 。 还 有 , 因为 形式 0 可 在 V2。 一 Uc。 有 下 界 且 Qnz 在 那里 
是 严格 正定 的 , 我 们 得 到 , 对 足够 大 的 大 ，9a:rrer 可 处 处 是 正定 的 ; 即 , 存在 ko 使 得 对 
之 ho, 一 万 是 在 JI 上 的 正定 线 丛 。 

注意 , 由 同样 的 讨论 , 任 给 正 整数 n, 从 六 天 一 7 五 对 大福 0 是 正定 的 。 

我 们 需要 在 M,, 和 M 之 间 建 立 更 多 的 关系 : 
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引 理 : Ky 一 Km 十 (n 3 1)E。 
证 明 : 

如 果 MW 是 非 平庸 的 亚 纯 m” 形式 w ,那么 它 将 容易 证 明 。 用 x 的 邻 域 UV 中 的 局 域 坐标 
红 ,… 的 方式 , 写 出 


A 


9g(%) 
现在 , 设 z( 让 ; 是 象 以 前 一 样 的 局 域 坐标 。 映 射 在 U; 中 出 


(zDD Zn) 一 (22 i Sn) 
给 出 , 并 且 因 此 


Tw = 7 (f/g9): dz) A Adzi 和: Nd(z(inzi) 
= A(f/g9) :2 dz(i)1 NA: Ndz(i)ne 


这 样 , 我 们 得 到 , 在 户 == rr!(zo) 的 邻 域 中 , 除 子 (Tr*w) 由 Tw(w) 十 (nn 一 1)B 给 出 。 因 为 不 
在 马上 明显 有 (rw) == 下 *(w), 所 以 , 正如 所 期 望 的 那样 ， 


Ky=[(Tw)|=rTKy+(n—m1)E 


因此 , 在 M 是 亚 纯 n 形式 的 情况 下 , 公式 得 到 证 明 ; 这 是 得 到 结果 的 最 简单 的 方法 。 
为 了 证 明 引 理 的 一 般 性 , 我 们 设 世 = {Uo,Ua}a 是 M 的 坐标 开 履 盖 , 有 zz €& Uo 和 
ZY Ua, 并 且 所 有 的 集合 U6 与 处 在 坐标 为 如 ,… ,zn 的 坐标 补丁 中 的 Vo 有 非 空 的 相交 。 


设 


U 一 {U, 一 TU ， U, 一 和 LU70 门 (1; 2 0)} 
是 相应 的 M 的 覆盖 ; 我 们 用 于 上 坐标 xD 和 Us 上 wia = Twoia 的 方式 来 计算 Ki 的 转 
换 函 数 {9i7;, gia, gap 衣 其 中 ， {wiads 是 M 中 Ua 上 的 坐标 。 首先 ， 在 页 门 Us 中 有 
z(2)1 = z(1)2,, 
Z2 一 Zz(1)2: 21， 


z(2); = 2z(1);:z(1)a', i#1,2, 


并 且 因 此 , 对 坐标 变化 ，Jacobi 矩阵 是 


0 一 z(1)7 0 …: 0 
z(1)» Z1 0 ... 0 
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一 般 地 ， 


类 似 地 , 在 Us nN Ui 中 , 有 


1 0 0 0 
1a 3 》 
并 且 , 一 般 地 ， 
gia = zt 
还 有 ， 
ga6 = A* gdg, 


其 中 gs 是 关于 Us 中 的 坐标 wia 和 Ue 中 的 坐标 wise 的 Kw 的 转换 函数 。 
现在 , 马 在 UV; 中 由 (%i) 给 出 , 在 U6 中 由 (1) 给 出 ; 所 以 , 区 上 [可 的 转换 函数 是 


2 We 

hi; = 世 = 2 人 7 

ha SE i) 

hae = 1。 

因此 , 从 Kw 8 [四 -+ 的 转换 函数 是 

fii = Ss 2 一 1, 
fi i : tl = | 
fae = Tgag, 


并 且 我 们 得 到 ，Kw 一 (n 一 1)B 就 是 MM 上 从 经 7 的 拖 回 , 由 转换 函数 
eoa = 1, €aB 二 Yap); 


给 出 , 即 ，Kwy 一 (nn 一 EB=rKy。 证 毕 
我 们 将 在 后 面 关 于 曲面 的 章节 中 研究 更 完整 的 胀 开 几何 的 情况 ; 现在 , 我 们 有 充分 的 
知识 来 证 明和 嵌入 定理 了 。 


Kodaira 定理 的 证 明 
再 次 , 设 工 一 M 是 紧 致 复 流 形 M 上 的 正定 线 人 从。 我们 想 证 明 , 存在 ko 使 得 
1. 对 所 有 7z 关 YE M, 上 之 0; 限制 映射 


HM,O(L*)) SL @ Le 
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是 满 射 ; 并 且 
2. 对 所 有 x E AM, 之 ko, 微分 映射 


HIM, GT) TY ® Ls 


是 满 射 。 
为 了 证 明 断 言 1, 设 M 一 M 表示 在 z 和 yy 处 M 的 胀 开 , 及 一 -1(z) 和 ,一 -1(y) 
是 胀 开 的 例外 除 子 ; 为 了 表述 方便 , 设 马 表 示 除 子 ,十 妃 ,并且 = x*L。( 这 里 , 我 们 暗中 
假设 了 n = dim(M) > 2; 如 果 M 是 Riemann 曲面 , 那么 后 面 所 有 的 讨论 对 站 = M, x =id 
也 成 立 。) 
考虑 在 截面 


7™: HM(M, Ou(L®)) —» HM, Om(L®)) 
上 的 拖 回 映射 。 任 给 天 的 整体 截面 5, 由 Hartogs 的 定理 , 由 MM 一 {x,y} 上 的 o 给 出 的 L* 
的 截面 扩张 到 整体 截面 ce H°(M, CO(L*)), 并 且 因 此 我 们 得 到 ，m* 是 同 构 。 还 有 , 由 定义 ， 
L* 沿 Bs 和 妃 , 是 平庸 的 , 即 ， 


(Dl, = Es x Ls, (L')ls,= Byx Lb, 


使 得 
H'(E, Os(2*) Ss Ls @ 4, 


并 且 如 果 rs 表示 到 已 的 限制 映射 , 那么 下 图 可 交换 : 
HM, Cr) ~ HE, Gg(L")) 


1 | 
HM,O(L®Y)) TS LI:@ 


时 


k 
y° 


因此 , 为 了 对 zx 和 Y 证 明 断 言 1, 我 们 必须 证 明 映 射 rs 是 满 射 。 
现在 , 在 M 上 , 我 们 有 恰当 层 序列 


0 一 CT( 天 一 五 一 Cr -EOp(L*) 一 0。 


选择 后 使 得 在 M 上 75a + K* 是 正定 的 。 由 于 第 167(186) 页 的 计算 , 我 们 可 以 选择 ko 使 
得 对 之 k2，L* 一 nB 是 正定 的 。 由 前 面 的 引 理 得 到 ， 


Ky = Ky + (n—1)B, 


其 中 ，Kwy = TK; 并 且 因 此 对 及 之 ko 二 语 十 hoo 得 到 


Ou(L*—E) = Qu(L*— E+KRe) 
二 
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有 kK > hz。 现在 , 由 假设 ，j* 一 nE 在 必 上 有 正定 曲率 形式 ; L* + K% 在 M 上 有 正定 曲 
率 形式 , 所 以 ，(Z 扣 十 KR%y) 在 履 上 有 半 正 定 的 曲率 形式 。 因 此 , 线 从 (LR) 二 YnE 
在 人 YM 上 是 正定 的 , 并 且 由 Kodaira 消 没 定理 得 到 : 


H'(M, Om(I™ = E)). = HU(M, Ou((L™ ERE) tL =nB)) 
= 0 当 k > ko。 


因此 , 映射 
rp: HM, On(L*)) 一 HE, Gp(r TO) 
当天 > ko 时 是 满 射 , 因此 对 x 和 ww 证 明了 断言 1。 
断言 2 可 以 类 似 地 被 证 明 。 现 在 , 设 M 一 M 表示 zz 处 M 的 胀 开 , 已 = x-1(x) 是 例 
外 除 子 。 再 次 , 拖 回 映射 


mr: HM, Ou(L*)) —» HM, Ow (18)) 


是 同 构 。 还 有 , 如 果 o E (M,Cm(L*)), 那么 a(x) = 0 当 且 仅 当 5 = mc 在 已 上 等 于 零 
因此 ,x* 限制 而 给 出 同 构 


1 万 0 GD)) 一 万 Or 天 -下 )。 


象 以 前 一 样 , 我 们 可 以 得 到 


H°(E, Gp( 庆 一 同 ) = LI:®H'(E,Op(-E)) SL:® TY, 


并 且 下 图 是 交换 的 : 
HM, Ow (Lr — EE) E> 万 0( 忆 ,6p( 天 一 万 )) 
Tn | 
HM, Gs(L®) < 工 ， Ti 


因此 , 我 们 必须 证 明 , 对 天 六 0, rp 是 满 射 。 
在 M 上 , 有 一 个 恰当 序列 


0 一 On(L*—2E)— On(L*— E)- SOp(L* — FE)— 0 


再 次 , 选择 嫩 使 得 在 M 上 LM 二 Ki 是 正定 的 , 选择 厨 使得 对 如 之 三 在 M 上 jx (niDE 
是 正定 的 。 对 > 二 ho 二 后 十 ho 有 


On(L* —2E)= OQ%((L™ + KY) ® (LY — (n+1)E)), 


当 k' ko 时。 由 Kodaira 消 没 定理 得 到 , 对 天 > ko 有 


Hi(M, Ow(L* — 2E))=0; 
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因此 , 在 整体 截面 上 rs 是 满 射 的 , 并 且 对 容易 给 定 的 x 证 明了 断言 2。 
现在 , 所 剩 下 的 是 证 明 , 我 们 可 以 找到 一 个 fo 的 值 , 使 得 对 所 有 x 和 的 选择 和 所 有 
的 之 fo 断言 1 和 2 成 立 。 但 是 , 明显 地 , 如 果 or 定义 在 x 和 7 处 并 且 有 crx(z) 天 orr()， 
那么 , 对 z 附近 的 x 和 w 附近 的 Y 同样 正确 , 同样 地 , 如 果 yx 在 xz 处 是 光滑 的 , 那么 它 在 
附近 的 z' 也 是 光滑 的 , 并 且 把 z 附近 的 点 x 半分 离 。 因 为 M 是 紧 致 的 , 那么 得 到 了 
结果 。 证 上 毕 
在 讨论 例子 和 引 理 之 前 , 我 们 给 出 定理 更 本 质 的 论述 : 


Kodaira 同 入 定理 : 紧 致 复 流 形 M 是 代数 徐 一 一 即 , 可 通 入 到 射影 空间 中 一 一 当 且 仅 当 
它 有 一 个 正定 的 闭 (1,1) 形式 w ,并且 w 的 上 同调 类 [w] 是 有 理 的 。 


证 明 : 如 果 [w] e H2(M,Q@), 那么 对 某 些 k，[kw] e H?(M,Z); 在 恰当 序列 


Hi(M,0”) 一 FH?(M,2Z) — 万 (AM 6) 


中 有 i([kw]) = 0, 所 以 存在 ci(L) = [kw|] 的 全 纯 线 从 工 一 M。 那 么 线 从 工 将 是 正定 的 。 
证 毕 

如 果 度 量 的 (1, 1) 形式 是 有 理 的 , 称 其 为 Hodge 度量 。 

推论 : 如 果 M，M' 是 代数 徐 , 那么 M x MI' 也 是 。 

证 明 : 如 果 w，w' 分别 是 M，M 上 的 可 积 正定 (1,1) 财 形 式 ，T : Mx M' 一 M, 7 : 

M x M' 一 M' 是 投影 映射 , 那么 ，rxw 十 x*w' 也 是 可 积 正定 (1,1) 闭 形式 。 证 毕 
它 的 一 个 经 典 的 例子 是 由 也" x P” 上 线 从 zr 太 7 五 的 完备 线性 系 给 出 的 5egré 映射 

Pp" x Pm 一 PN。 例如, 用 Pi! 上 齐 次 坐标 [20, 2 和 [wo,wi| 的 方式 , Segré 映射 Pl x P! 一 P3 

由 下 式 给 出 : 


([zo, 2]， [wo, wi|) = [zowo, Zo0w1, Z1W0, 2101] 。 


像 就 是 PP 中 的 二 次 超 曲 面 (Xo0X3s = Xi1X2)。 

推论 : 如 果 M 是 代数 徐 ，M 一 > M 是 点 x 处 M 的 胀 开 , 那么 M 是 代数 徐 . 

证 明 : 在 证 明 骨 入 定理 的 过 程 中 我 们 已 经 知道 , 如 果 工 一 M 是 正定 的 , 那么 对 > 0， 
T*L* 一 马 也 是 正定 的 。 
推论 : 如 果 JM 一 M 是 紧 致 复 流 形 的 有 限 无 分 支 履 盖 , 那么 jM 是 代数 徐 当 且 仅 当 M 是 。 
证 明 : 明显 地 , 如 果 工 一 M 是 正定 的 , 那么 clmD) = rr*c1(L) 意味 着 mz*L 是 正定 的 。 相 
反 地 , 假定 w 是 M 上 可 积 正 定 (1,1) 形式 。 任 给 pe€ M, 我 们 有 M 中 点 p 的 邻 域 0 与 点 
qi; EX-1(p) 的 邻 域 0; 的 同 构 ; 我 们 可 以 用 下 式 定义 M 上 的 (1,1) 形式 : 


gqEn-1(p) 


那么 , w' 是 闭 (1,1) 型 的 , 并 且 如 果 n e H 扣 “(MM) 是 任意 整 同调 类 , 那么 ， 


1 
fn/ ered, 
M MN 
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其 中 ,mm 是 覆盖 的 叶 数 。 因 此 [w'] 是 有 理 的 。 
定义 : 我 们 称 代数 复 上 的 线 丛 工 一 M 是 极 强 的 ， 如 果 HM, O(L)) 给 出 一 个 嵌入 M 一 
Pw， 即 , 存在 一 个 戏 入 让 : M 。， pm 使 得 二 产 万。 

现在 , 从 Kodaira 定理 的 证 明 , 我 们 得 到 
推论 : 如 果 马 一 M 是 任意 线 丛 且 世 一 M 是 正定 线 丛 , 那么 , 对 天 六 0, 从 大 十 妃 是 极 强 
的 。 


5. Grassmann 流 形 
定义 ; 胞 腔 分 解 和 Schubert 闭 链 
在 本 节 , 我 们 将 构造 和 描述 Grassmann 流 形 一 一 紧 致 复 流 形 的 一 个 基本 族 。Grassmann 
流 形 可 以 被 看 作 射 影 空间 的 推广 ; 整个 类 似 性 是 显而易见 的 。 
设 是 维 数 为 n 的 复 矢量 空间 。Grassmann 流 形 G(k,V) 被 定义 为 了 的 无 维 线性 子 
空间 的 集合 ; 我 们 把 G(k,C") 写作 G(k,n)。 给 定 C" 中 的 一 个 天 维 平面 A, 我 们 可 以 把 和 
表示 为 张 开 A 的 Cn 的 开行 矩阵 的 集合 , 即 , 秩 为 的 有 xn 算 阵 : 


UKL Vpn 


明显 地 , 任何 这 样 的 矩阵 表示 G(k,n) 的 一 个 元 素 , 并 且 , 任意 两 个 这 样 的 矩阵 4，A' 表示 
G(k,n) 的 同一 个 元 素 当 且 仅 当 对 某 些 ge GL, 有 A= 9A'。 

对 基数 为 于 的 每 个 多 重 指标 了 = {i)…y 讨 }》 CC {1,…,n), 设 Vio C C" 是 由 矢量 
{e; :7 IT} 张 开 的 Cr 中 的 (nm 一 ) 维 平面 , 并 且 设 


Ur = {A € G(k,n) :ANvVze = {0}}; 


Ui 就 是 e G(k,n) 的 集合 , 使 得 A 的 一 个 一 从 而 任 一 个 一 的 第 了 个 kx 子 式 是 非 
奇异 的 。 任 意 A & Uj 有 一 个 唯一 的 矩阵 表示 Az, 它 的 第 了 个 x 太子 式 是 单位 矩阵 , 比如 ， 
任意 A e Uapy 可 以 唯一 由 下 列 形式 的 矩阵 表示 


一 人 
0 1 :水 

0 志 
0 i 


(注意 , 这 样 的 A es Ui 的 矩阵 表示 的 行 矢量 就 是 A 与 仿 射 (n 一 维 平 面 {Vio 十 e; :7€ 了 7 
的 相交 点 。) 相反 地 , 上 述 形式 的 任意 无 x 史 矩阵 表示 一 个 不 维 平面 As Uy; 因此 ,，A! 的 第 
了 个 kx (n 一 太子 式 的 k(n 一 个 元 素 给 出 每 个 了 的 一 个 集合 双 射 : 


PI: Ur C*(n-%), 
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注意 , 对 所 有 的 了， 了，pr(ViNn Uz) 在 Ce 中 是 开 集 ; 我 们 断言 , 实际 上 , 映射 pr e p7 
在 这 个 开 集 上 是 全 纯 的 , 因此 映射 pj 给 G(k,n) 以 复 流 形 结构 。 但 是 , 很 清楚 , 如 果 我 们 对 
AEUmUr 设 Ab 为 A! 的 第 I 个 kxk 子 式 , 那么 ， 


AT 一 (人 AZ) A,, 


并 且 因为 (A4,)-! 的 元 素 随 A’ 的 元 素 全 纯 地 变化 , 所 有 pr e pz 是 全 纯 的 。 
因此 ，G(k,n) 的 拓扑 是 紧 致 和 连通 的 , 因为 西 群 0 被 映射 


gm g(V) 


满 里 和 连续 地 映 到 G(k,n) 上 , 其 中 ，W = {e1,… ,ex} C C"。 整 个 线性 群 GL, 可 迁 地 作 
用 在 G(k,n) 上 。 

特别 注意 , 作为 一 个 复 流 形 ，G(1,n) 到 P"! 是 双全 纯 的 : 直线 和 € G(1,n) 的 “矩阵 表 
示 ”(o ,vn), 由 G(1,n) 与 P71 的 自然 的 集合 论 恒 等 性 , 对 应 到 A es PP" 一: 的 齐 次 坐标 ， 
并 且 ， 


全 


所 以 ， 


即 , 由 efz 给 出 的 G(1,n) 上 的 坐标 就 是 P"1 上 的 欧 氏 坐标 。 对 偶 地 , 我 位 有 Ga 一 1m) 人 
P"”* 一 Pp"*-1 中 的 超 平面 射影 空间 。 
最 后 , 我 们 注意 到 ，G(k,n) 既 可 以 看 作 C" 中 线性 大 维 平面 的 集合 , 也 可 以 等 价 地 看 作 
P"*-1 中 (k 一 1) 维 平 面 人 A 的 集合 。 本 节 我 们 的 观点 将 是 , 大 多 数 情况 下 是 前 者 , 因为 它 容 易 
搞 清 闭 链 的 维 数 和 余 维 数 , 但 是 当 Grassmann 流 形 出 现在 几何 问题 中 时 , 我 们 一 般 用 后 者 
来 讨论 。 
胞 腔 分 解 

回想 一 下 ，P" = G(1,n 十 1) 的 胞 腔 分 解 

本 二 CGO 

是 这 样 得 到 的 : 选择 C?*+i 的 线性 子 空间 的 一 个 标志 : 


V=(V$s Wi 人 WC), 


再 取 Wi 守 Col= {CECH:lcVly Vl). 

同样 的 方法 可 以 给 出 Grassmann 流 形 的 胞 腔 分 解 : 如 果 我 们 设 Vi = {el,:…,ei} CC", 
那么 , 与 每 个 Vi 的 交集 有 确定 的 维 数 的 A € G(k,n) 的 集合 表明 是 一 个 单 胞 腔 (就 象 我 们 将 
得 到 的 一 样 )。 构 建 如 下 : 对 每 个 A e G(k,n) , 考虑 子 空间 的 升序 列 


0CANVICANVC:...CANW i111CANT,=A。 
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对 一 般 的 A,，ANV 对 i<n 一 上 时 是 零 , 其 后 是 (i 十 一 n) 维 的 一 一 的 确 , 我 们 已 经 知道 ， 
这 样 的 A 的 集合 就 是 开 集 Upo 兰 Ch) CG(k,n)。 现 在 , 对 任意 整数 系列 a1,…, ay, 设 


Waia, = {A EG(k,n) :dim(ANW, rria,) = i}。 


我 们 看 到 ，dim(A 十 Wp4io) = 二 一 ,并 且 因 此 Wo 将 是 空 集 , 除非 wa 
是 < n 一 k 的 非 升 整数 系列 。 因 为 dim(AN Wns) =i 当 且 仅 当 人 的 矩阵 表示 的 最 后 
kx (kk 十 ai 一 引子 式 的 秩 正好 是 有 一 i, 所 以 得 到 , 闭 集 


Wa = {A :dim(ANV, ro) > i 


是 G(k,n) 的 解析 子 艇 。 
我 们 可 以 如 下 选择 维 平面 A € Woo 的 一 个 特殊 基 : 设 v 是 直线 ANW_xria 的 
生成 元 , 归 一 化 使 得 (vi,en_k+1-a) = 二 1; 即 


V1 = (*,*,*,*, 1,0,...,0)。 


现在 , 取 vo 使 得 vi 和 v 一 起 张 成 Ann A 归 一 化 使 得 


(V2, En_k+1_a1) Ee 0， 《(V2， En 二 2 1。 


继续 进行 , 选择 v; 使 得 名 ,… ,vi 张 成 An Vxri_as 且 使 得 


0,， 7 < 
(SE SS | 


1，j=i。 


明显 地 , 在 每 个 阶段 的 vw 的 选择 完全 由 这 些 条 件 确定 ; 因此 ,8 维 平面 A 有 如 下 形式 
的 唯一 矩阵 表示 : 


7 一 天 
玉 _ 汪 0 0 
* ** 0* 100 0 
5 ***0x*0x**w* 1 00 0 
四 0 0 
Uk 
* x* * 0 x* 0 x * A* * * * 1 0 0 0 
0 0 
* * x* 0 * 0 * x* x* 0 x* 0 1 
上 一 4 一 一 一 | 
= 0 
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相反 地 , 这 个 形式 的 任意 矩阵 表示 一 个 上 维 平面 人 C ao。 因为 (如 十 ai) 个 元 素 在 
图 中 被 确定 , 其 余 的 完全 自由 变化 , 所 以 得 到 同 态 


Wo a 衬 Ce - 
因此 , 集合 Wiiws 给 出 了 G(k,n) 的 胞 腔 分 解 。 因 为 我 们 只 有 偶数 维 的 胞 腔 , 所 以 所 有 的 
边缘 映射 是 零 , 并 且 推导 出 
命题 Grassmann 流 形 G(k,n) 的 整 同调 是 无 挠 的 , 在 实 2y ai 维 中 由 闭 链 ou = 
[Fw ] 自由 生成 , 其 中 ，{a1,…,ap} 是 0 和 n 一 上 之 间 的 所 有 非 升 整数 系列 。 特 别 是 ， 
G(k,n) 中 的 所 有 上 同调 是 解析 的 。 


一 般 地 , 任 给 C* 中 的 标志 到 = (Vi CC… C1 CW), 我 们 设 


oa(V)= {A:dim(ANVW gria) i} 


明显 地 , 子 徐 os(V) 的 同调 类 不 依赖 于 标志 的 选择 , 因为 我 们 可 以 找到 C? 的 线性 自 同 构 的 
连续 族 把 任意 标志 变 到 其 它 标 志 。 子 复 cs.(V) 称 为 Grassmann 流 形 的 Schubert 闭 链 。 

不 同 于 射影 空间 的 最 简单 的 Grassmann 流 形 的 例子 是 C4 中 2 维 平面 的 G(2,4)。 
G(2,4) 上 的 Schubert 闭 链 是 


codiml : Ol0(VY2) 一 {A . dim(A 网 V2) > 1}, 
codim2: om(Vs)= {A:ACV}, 
o2.0(Vi) 一 {人 AD Vi} 
汪 


codim3 : oo1(Vi,Va)={A:ViCACYV). 


另外 , 如 果 我 们 把 G(2, 4) 看 作 PP 中 的 直线 , 固定 由 PP? 的 点 , 线 和 面 组 成 的 射影 标志 
peEe lo EE h, 那么 ， 


ts 

ca) = {li:pEl), 

i 
o21(p,h) = {li:pElCh}, 


Schubert 运算 
现在 , 我 们 已 经 确定 了 G(k,n) 的 加 法 上 同调 , 我 们 希望 描写 其 乘法 结构 
般 Schubert 闭 链 ou，co 的 相交 表示 为 同调 中 其 它 Schubert 闭 链 的 线性 组 合 。 
第 一 个 任务 是 写 出 互补 维 数 中 的 相交 配对 。 为 此 , 设 


即 , 把 一 


oa(V)= {A:dim(ANW rria) ii} 


复 代数 徐 : Grassmann 流 形 177 


和 
oo(V’)= {A:dim(ANV pa) 


为 一 般 的 Schubert 闭 链 。 那 么 , 对 每 个 i 和 任意 A e os(V) nos(V'), 有 


dim(A 站 Vo ia) 之 1, 
dim(ANMN Vi pritl) br ir) > 天 一 十] 
= 人 站 Va 站 a 天 (0) 2 


但 是 现在 , 如 果 ww 十 bi_irl > n 一, 那么, 有 


(no—k+1loa)+ (namii+l— br il) 一 2n— k+l (a;tbr iri) 


< nn, 


所 以 我 们 可 以 选择 标志 V 和 V' 使 得 Wp4i-o, 和 V41_。_,, 只 相交 于 原点 。 因 此 , 闭 链 
oa(V) 和 os(V') 可 以 被 分 开 , 即 ， 


# (ga .ab) 二 0， 除非 对 所 有 的 ijai 十 br_iril 二 nn 一 。 
现在 , 假设 ce 和 os 是 互补 维 数 的 闭 链 , 使 得 


Dmt+ b= k(n— hk); 


那么 ， 

Qi 十 bp_itl 对 所 有 i, nn 一 地 Dk_ji4p1 二 Nn 一 一 Qi 
即 ， 除 了 cn on am， 闭 链 06 与 互补 维 数 的 所 有 Schubert 闭 链 相 交 零 次 。 因 为 
Schubert 闭 链 形成 一 个 五 ,(G(k,n),Z) 的 整数 基 , 所 以 它 可 以 从 Poincaré 对 偶 和 解析 闭 链 
相交 次 数 为 正 的 事实 得 到 , 也 可 以 直接 验算 : 


#(g,, ee eh | 一 工 。 


那么 , 总 之 , 我 们 有 公式 
ee 


[e) 


这 使 得 我 们 可 以 通过 计算 相交 情况 把 G(k,n) 上 的 任意 闭 链 y 表示 为 Schubert 闭 链 的 
线性 组 合 , 即 ， 
A >， #(~y oo ee “Ona, 
特别 是 把 计算 任意 维 数 中 Schubert 闭 链 的 配对 相交 的 问题 约 化 成 在 互补 维 数 中 计算 三 元 
相交 的 问题 : 


(oa > 0b) > (oa “Op: Gp “Qe 


作为 一 个 例子 , 任 给 次 数 为 2 的 超 曲 面 W C P", 设 7(W) C G(2,n 十 1) 表示 处 在 W 
上 的 P" 中 的 直线 集合 。7(W) 明显 是 G(2,n 十 1) 中 的 解析 闭 链 , 并 且 因 为 直线 处 在 W 上 
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当 且 仅 当 1 的 三 个 点 处 在 W 上 , 所 以 7(W) 的 余 复 维 数 为 3。 G(2,n 十 1) 只 有 两 个 余 维 数 
为 3 的 Schubert 财 链 030 和 aol 所 以 我 们 可 以 写 出 : 


T(W) =# (7T(W): on_1n_4): 03,0 +# (T(W) :on 2n_3): 021° 


现在 , ow_1m-4 是 P? 中 包含 点 p 和 包含 于 4 维 平面 Vy C P” 中 的 直线 的 集合 ; 如 果 我 们 选择 
W 外 的 点 p, 那么 明显 7(W) 将 与 ow_1w_4 不 相交 。 男 一 方面 ， 0%_2.n_3 是 与 直线 1 CP" 量 
包含 于 3 维 平面 s CP" ( 它 包含 了 10) 中 的 直线 的 闭 链 。 一 般 地 ，W” = WNS 将 是 SP 
中 的 光滑 二 次 曲面 , 且 1 与 它 相交 于 两 个 点 2 和 pz; 明显 地 , 任意 直线 1 C 7(W) 门 on_2m_3 
经 过 pi 或 pa。 但 是 ，W' 上 经 过 pi; 的 任意 直线 必 处 于 切 平面 TD,(W') 中 ; 并 且 TD, (WNW 
是 次 数 为 2 的 奇异 曲线 , 因此 由 两 条 直线 组 成 。 因 此 7+(W) 一 般 与 0,,_2wn_3 相交 于 四 个 点 ， 
并 且 由 此 得 到 


T(W) ~ 4- O92,10 


特别 是 , 如 果 W 和 W” 是 PF 中 两 个 一 般 二 次 超 曲 面 , 在 一 个 光滑 曲面 5 中 横 截 相交 ， 
那么 , 由 上 述 结论，S 有 处 在 其 上 的 PF 中 的 


#(7(W) T(W’))ac2s) 一 ## (4021 > 402,1)G(2,5) 二 16 


条 直线 。 我 们 将 在 第 四 章 第 四 节 验 证 它 。 

类 似 地 , 我 们 可 以 计算 其 它 低 次 数 的 超 曲面 的 7(W) C G(2,n 十 1) 的 同调 类 , 只 要 我 们 
知道 关于 特殊 情形 的 很 少 的 结果 。 

在 我 们 讨论 一 般 的 相交 前 , 我 们 想 提 供 两 个 一 般 的 现象 。 

首先 , 我 们 将 稍微 改变 一 下 我 们 的 公式 , 如 下 : 对 非 负 整数 的 任意 系列 @ = ai, a2,…， 
我 们 设 ce(Y) 表示 闭 链 


oa(V)= {A:dim(ANV, gro) 22i} CG(k,n) 


~ 


使 得 符号 ou 可 用 来 表示 任意 Grassmann 流 形 中 的 Schubert 财 链 。 当 然 ，oa 在 G(k,n) 中 
是 空 的 , 除非 对 所 有 的 i 有 a;<<n 一 k, 对 所 有 i > 天 有 ww =0 并 且 a 是非 升 系列 。 
现在 , 包含 Cn 一 C"+1 诱导 出 包含 


Gk,n) — Gk,n+t1) 
和 
ww :GK,n) GE 1,n+t1), 


它们 分 别 通过 把 A C C" 变 成 ACC"™I 和 AG {en} ccCn+l 而 得 到 。 在 这 些 包含 下 ,不 
难得 到 , 对 C" 中 的 标志 V 和 C++ 中 的 标志 V', 有 


oa(Y) = (0o(V)) = 4 (ca(V")), 
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即 , 如 果 我 们 用 66 表示 ou 的 Poincaré 对 偶 , 那么 ， 


Wa = 220u = Gao 


由 此 , 对 G(k,n 十 1) 或 G(k 十 1,n 十 1) 中 的 Schubert 闭 链 相交 , 任意 公式 
(ou ob) = >》 near 

对 G(k,n) 也 成 立 , 并 且 , 我 们 可 以 定义 万 有 Schubert 系数 6(a,b;c) 使 公式 

(04 +05) = >, dla, byc) oe 


在 所 有 的 G(k,n) 中 成 立 。 
注意 , 从 我 们 的 第 一 个 计算 , 得 到 任 给 k,n 有 


0(a， b; c) =# (oa “00 0 
使 得 0 在 G(k,n) 中 是 非 空 的 , 即 , 使 得 对 所 有 的 ;有 ci 冬 允 一 大 且 对 所 有 1 > 大 有 ci =0。 


特别 是 , 如 果 我 们 设 !(c) 表示 系列 ec 的 长 度 , 即 , 非 零 元 素 的 数目 , 在 上 面 , 我 们 可 以 取 
二 l(c), nn 一 k= 二 ci 以 得 到 


(*) 6(a,b;c) =# (oo oo oo 在 G(l(c),l(c)+c) 中 。 


作为 直接 的 结果 , 我 们 得 到 ，6(a,b;c) = 0, 只 要 06 或 0 在 G(i(c),l(c) 十 c1), 即 ， 
6(a,b;c) = 0 只 要 或 者 

1.cl <ol 或 cl < 或 者 

2. l(c) < la) 或 lc) < 1(05)。 

接 下 来 , 注意 , 任 给 维 数 为 n 的 矢量 空间 W,, 我 们 有 一 个 自然 同 构 


* :Gk,W)— Gn — Ek,W’) 


它 由 下 式 定义 : 


*A=Ann(A)= {li€EV” :lA)= 0}。 


设 V= 人 {Cc Ch= Wj} 是 W 的 标志 ,并 且 设 VW= {CWC.CV= 
W*} 是 W* 中 的 对 偶 标志 , 由 下 式 给 


Vi = Ann(W, i)。 
线性 代数 , 对 W 中 的 任意 天 维 平面 和 A, 有 


dim(AN Wh rrica) 7 dim(xAN Vi) 2 aio 


EH 


因此 ， 任 给 Q ， Schubert 闭 链 Oa C G(k,n) 的 像 洲 Oa 全 G(n Pa k,n) 是 Schubert 闭 链 Or 其 
中 ，a* 被 定义 为 最 小 非 升 系列 使 得 


a 之 i 对 所 有 i。 
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例如 ， 
*(02) 一 01,1, *(02,1,1) = Ial。 
一 般 地 , 我 们 将 有 
6(a,b;c) = 6(a”*,b”;c’), 
所 以 我 们 可 以 期 望 , 当 应 用 到 o*,， ox 时 , Schubert 闭 链 ou os 的 相交 的 任意 公式 给 出 一 个 对 
偶 公 式 。 


二 2 
汪 忌 ， 


(ao)=al 并 且 aix = l(a) 


使 得 上 面 的 公式 1 和 2 如 所 希望 的 那样 , 在 * 映射 下 等 价 。 
我 们 现在 转 到 原来 的 问题 来 计算 一 般 的 a, 5 和 cc 的 6(a,b;c)。 我 们 首先 给 出 一 个 约 化 ， 
它 使 得 我 们 足以 在 很 多 情形 下 进行 计算 。 
我 们 的 基本 方法 就 是 用 线性 代数 约 化 到 更 小 的 Grassmann 流 形 。 例 如 , 考虑 满足 
a+6+y = 2 二 1 的 三 元 指标 wa 8 和 yy。 那 么 , 任 给 大 维 平面 A e os(V)Nnos(V nos(V”)， 
有 


dim(A 门 Vr Eosa) 之 CQ 
dim(Am Aero-o) > 1, 
dim(A 站 人 之 小) 


一 dim(A 门 Vn 汪 贡 W 二 门 人 门 a 之 ls 
因此 , 在 G(k,n) 中 ，#(o。 oo: oo) = 0, 如 果 
(KE 一 Q 十 au) 十 (5 一 B+bp) 十 ( 开 一 7 十 cy) > 兄 一 1 
即 , 如 果 
Qa bet+cy>n— ko 
假定 在 男 一 方面 ，aw + bg 十 cy = n 一 k, 即 , 一 般 选 定 的 子 空间 Vi_pto_ao，Vi_s+e_vs 和 
Vv 相交 在 直线 LC Cn 中 。 那 么 , 任何 AE m(V) n os(V NoslV") 必 包 含 L。 设 


Nn—k+yY—ca 


表示 C" 中 互补 于 工 的 子 空间 , 并 且 设 7 表示 核 为 工 的 到 9 上 的 C? 的 映射 。 设 


Vi 二 (Vi), 
Wp 0d mT (Vera) ul A i 
Ts 二 (Vn 1)， 
We 一 (WV,) 一 LY 
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pe 


并 且 类 似 定义 到 入 。 那 么 , 到 = {i}, Y= {VW} 和 WV = {V} 是 5 中 的 横 截标 志 ， 
并 且 任 给 (k 一 1) 维 平面 A Cc Ao, 我 们 得 到 ， 


A = LAeo(VNo(V) No(V’) 


= = =z// 
今 人 E Ga oe Ce) Nn O01,...b 


一 一/ 
bl Noane te(Y )s 


DO 


因此 , 我 们 得 到 : 
约 化 公式 工 任 给 满足 a 十 6 十 Y= 2k 十 1 的 三 个 指标 0 < a,B,Y 芯 太 


0 如 果 as 十 ba 十 cy >>n 一 ， 
#(G6 aa “Ob 06 “Oc c Gk 1,n—1) 如 果 a。 bg Cy =n—k。 


a 


Oa Ob: Ge) Gn) = | 


注意 , 如 果 我 们 取 6 = Y=, 这 个 约 化 在 ai = n 一 有时 可 用 ; 如 果 取 y=, 它 在 任 给 
2, Qi 十 [J =n—k 时 可 用 。 

正如 所 提出 的 一 样 , 我 们 可 以 把 这 个 第 一 个 约 化 应 用 到 G(n 一 k,n) 中 团 链 的 相交 
# (go .oo 0e*); 我 们 得 到 ， 
约 化 公式 II: 对 满足 aa 十 bp 十 cy 之 2(n 一 有 十 1 的 三 个 系数 aa, bs, cy, 有 


A 
Oa* Ob: Gc) Gn) 
0 如 果 a TB 二 YY > 
(1 “ Ob1—1,.…,b8—1,bB+1,,bk Galscy Devries Gkn—1) 


如 果 aw 十 8 十 YY =。 


为 了 这 个 公式 , 我 们 可 以 形式 上 设 oo = bo = co = nn 一 k; 因此 , 如 果 我 们 取 ~y= 6 = 0， 
那么 这 个 约 化 在 a; 关 0 时 可 用 , 如 果 取 y= 0, 它 对 某 些 i, qj 十 br_i; 寡 nn 一 上 十 1 时 可 用 。 

还 要 注意 , 如 果 出 现在 公式 中 的 系列 61 一 1,…,0b9_1,b641,… 不 再 非 升 一 一 即 , 如 果 
ba = bar 那么 , 相交 数目 为 零 : 只 把 公式 应 用 到 a, 6B 十 1,7Y 即 可 。 因 此 , 我 们 可 以 在 所 
有 的 情况 下 使 用 这 个 公式 , 只 要 我 们 采用 下 列 约 定 : 对 5 不 是 非 升 系列 0 是 空 的 。 

作为 一 个 运算 的 例子 , 在 (os11: 021) 的 表达 式 中 , 我 们 计算 作为 Schubert 闭 链 线性 组 
合 的 ss21 的 系数 6(311, 21; 521)。 由 (*) 和 约 化 公式 , 我 们 有 


6(311,21; 521) = #(go3111021.043) ”在 G(3,8) 中 
= #(g, .aol :043) 在 G(3,7) 中 
= #(g,.021:03) 在 G(2, 6) 中 
= #(g2.01.03) 在 G(2,5) 中 
= #(ao .ol) 在 G(1,4) = 中 
一 1。 


这 里 给 出 的 两 个 公式 不 是 每 次 都 可 以 应 用 的 , 但 是 在 低 的 余 维 数 中 可 时 常 得 到 结果 。 
如 果 有 一 个 因子 ou 是 定义 为 一 种 ceo0… 形式 特殊 Schubert 闭 链 , 那么 它们 更 好 用 。 在 这 
种 情况 下 , 我 们 可 以 利用 约 化 得 到 一 般 的 
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Pieri 公式 : 如 果 a = a,0,0.…, 那么 , 任 给 5 有 


(aa 06) = >， Gee 


Di<ci<bi_1 
2 Gi=at2 bi 


证 明 : 我 们 要 证 明 , 对 相应 余 维 数 的 o， 


, 
0(a, pic) = | ) 。 Ss 
设 大 = 1(o), 我 们 有 
Se ne 
首先 假定 对 某 些 i 有 ci < 0;_1。 那 么 , 我 们 有 


Ci 十 bi-1 十 (C1 一 Gi) 之 2c1 十 1， 


并 且 , 应 用 o=0, 86=i 一 1 和 = 上 一 i 二 1 的 第 二 个 公式 , 我 们 得 到 ， 


06(a, ob; c) 二 # (G0 Op eb i bi Oe Ckp—1,*,C1—Ci—1,c1 ee) 


在 G(k,k 十 ci 一 1) 中 


= 6(a,b';o) 
Do 中 ， 
Me 
并 且 
C 一 CI 一 二 CI 一 1]c 
现在 ， 
(让 和 甩 c 志 0 对 所 有 i 让 兮 (b cb 对 所 有 i 
并 且 当 然 有 


bi1—0=01—CG—1>20。 


因此 我 们 可 以 从 头 假定 , 对 所 有 的 i, ci 之 5;_1。 因 为 ci==a 十 jb 所 以 得 到 a 之 ci; 并 
且 因 此 有 三 种 情况 ; 

1. 如 果 对 某 些 i，c; > bi;_1, 那么 , a > cl 且 因 此 6(a,b;c) = 0。 

2. 如 果 对 任意 i，c; < b, 那么 c > 0b;_1 意味 着 b; > b;_1, 即 , 系列 b 不 是 非 升 的 且 mw 
取 为 空 的 ; 所 5 6(a,b;c) = 0。 
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3. 如 果 对 所 有 i，b; < ci < 0;_1, 那么 得 到 , 对 所 有 ic; = 6;_1, 因此 a=, bn ==0, 应 
用 a=1 且 6=Y = 的 第 一 个 约 化 公式 , 我 们 有 


0(a， b; c) 二 #(g, “Opb: Ga 0) G(k, 天 十 ci) 中 


二 人 #(ab， 人 C(K = kt61= 1) 中 
于 六 (ab Gob ei 6) 
一 1。 


证 上 毕 
关于 Schubert 闭 链 的 最 后 结果 是 一 个 公式 , 它 把 一 般 的 Schubert 闭 链表 示 为 特殊 
Schubert 闭 链 ceo… 中 的 多 项 式 。 
过 程 如 下 : 对 任意 Schubert 闭 链 cu oo 我 们 考虑 下 列 闭 链 : 


d 
(*) Oa 一 > (-1)joa ,Qj 10j+41—1,…,Qg—l1 Oa; Ha 一 7 9 
j=1 
注意 ，5 有 和 象 ou 一 样 的 维 数 。 现 在 , 通过 Pieri 公式 , 我 们 可 以 把 求 和 (x) 中 的 每 个 相交 写 
作 Schubert 闭 链 的 求 和 。 设 ce …。 是 任意 Schubert 闭 链 ; 如 果 ce 出 现在 表达 式 中 , 那么 ， 
考虑 整数 系列 


cl 一 lc 一 2 ,cd 一 d。 


HPieri 公式 , 这 些 数字 中 至 多 有 一 个 处 在 (& 上 + 1) 个 闭 区 间 中 的 一 个 : 


ET 


[al —1,n— kl), 
[a2 - 2, a1 ll 2], 


[aa 一 quad_l 一 dl, 
Ee ,a 


并 且 因 此 这 些 区 间 的 一 个 正好 不 能 包含 一 个 整数 c; 一 i。 那么 由 此 得 到 ， 
1. 如 果 没 有 整数 c; 一 i 处 在 区 间 [a 一 1,aq 一 4d 一 1 中 ,那么 ， 


ci 一 2? GE [Qi — i, Qi_1 一 引 ， 


并 且 ce 只 出 现在 求 和 (x*) 的 最 后 一 项 中 。 但 是 由 于 


ci 之 a; 和 i 


所 以 得 到 c = a。 因 此 , Schubert 闭 链 在 (*) 中 只 出 现 一 次 , 系数 为 (一 1)4。 
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2. 如 果 没 有 整数 c; 一 i 出 现在 区 间 [ax 一 ,ax_1 一 如 中 , 那么, 我 们 有 


cl 一 1 Elal 一 也 7 一 有 |， 


cf_1 一 大 十 1 € Qi_1 一 下 十 1,ak 一 天 十 了 ， 
cx—k € ai+1 一 大 一 1 ak 一 天 一 二， 


ca—d € —d—1,aa—d—1), 


日 
miri—l<ceSa—1, i=k,...,d。 


在 这 种 情况 下 , Schubert 闭 链 ce 将 在 表达 式 (x) 中 出 现 两 次 : 一 次 在 第 大 项 中 , 一 次 在 第 
(k 一 1) 项 中 。 因 为 这 两 个 都 有 相反 的 正 负 号 , 所 以 在 5 的 最 终 表达 式 不 出 现 。 
3. 如 果 区 间 [am 一 ln 一周 未 占据 , 那么 , 对 每 个 i 得 到 


Ci—i€El[lar—i—1,a—1i—1), 


但 是 因此 Ci < Qi 一 二 ， 并 且 由 此 > ”ci < > qi, 所 以 Oc 不 出 现在 (#) 中 。 
于 是 我 们 得 到 公式 : 


d 
(x**) (—1)"0a..00 和 人 “ Oajt+d—j° 
j=1 
注意 , 因为 右边 的 每 个 因子 的 长 度 都 < d, 所 以 这 已 经 意味 着 ，o6 可 被 表示 为 特殊 Schubert 
闭 链 cpo… 中 的 多 项 式 , 即 ， 
Grassmanmn 流 形 G(k,n) 中 的 上 同调 环 由 特殊 Schubert 闭 链 类 生成 。 
现在 , 我 们 利用 关系 (xx) 来 证 明 Giambelli 公 式 


Oai Oat+l Oai4+2 “°° Oaitd-l 
Oao—1 Oas Oas+l ‘°° Oas+d-2 
Ooal ad = Oas—2 Oas—1 Oas 
Oag—d+l 9 Oag 


我 们 将 用 归纳 法 来 证 明 它 ; 明显 , 它 对 4d = 1 是 正确 的 。 假 设 它 对 d 一 1 成立 ; 沿 着 左边 的 
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行 用 余 因 子 展开 , 行列 式 由 下 式 给 出 


Oa ... Oai+d—2 
. 1 ... 0,. 这 
Q7 一 1 一 了 7 Qj 一 1 十 
> (—1) Oaj;+d—j 
Caoji+i-7-2 “°° Oajritd—ji—2 
Oag—d+l J Oaag—l1 


= > 17 ee 
( 1) Oaj+q—; Oaiyye,aj—1,0j41—1,,aq—1 


二 0Oal…ad) 


并 且 公式 得 证 。 证 毕 
注意 , Pieri 公式 与 (**) 公式 一 起 给 出 了 计算 Schubert 闭 链 的 任意 相交 的 方法 。 
Schubert 运算 将 经 党 出 现在 本 书 剩 下 的 内 容 中 一 一 在 篮 的 背景 下 ; 现在 , 我 们 给 出 其 

对 枚 举 几 何 的 初等 问题 的 应 用 。 可 能 最 简单 的 非 平庸 的 这 种 问题 是 : 在 PB 中 , 给 出 一 般 位 

置 的 四 条 直线 Li, Pa, Za,Z4 有 多 少 直线 与 它们 都 相交 ? 答案 容易 得 到 : 因为 与 L; 相交 的 

直线 集合 就 是 Schubert 闭 链 oi(L;), 答案 就 是 在 G(2,4) 中 的 oa 的 四 重 自 相交 数目 ; 即 ， 


of a oF * (011 十 02) 


= CL (2021) 


= 25 


一 般 地 , 与 P2"+1 中 一 般 位 置 的 四 个 (n 十 1) 维 超 平面 相交 的 直线 的 数目 由 G(2, 2n 十 2) 中 
on 的 四 重 自 相 交 给 出 ; 即 ， 


(0n)” = (cx 


2 
= > Oon—ii 
i=0 
Nn 


十 1。 


用 类 似 的 思路 , 与 P4 中 一 般 位 置 的 六 个 2 维 平面 相交 的 直线 的 数目 由 G(2,5) 中 的 of 
给 出 ; 有 


OY = ol(all 十 oo) 三 20o1 十 03， 
os 一 (2021 +03) =4+1=5。 


万 有 从 
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设 C" x G(k,n) 表示 G(k,n) 上 秩 为 nn 的 平庸 矢量 从 。 我 们 定义 万 有 子 从 S 一 G(k,n) 
为 C" x G(k,n) 的 子 从 , 它 在 每 个 点 人 < G(k,n) 上 的 纤维 就 是 子 空间 A < C"。 5 明显 是 
C"xG(k,n) 的 全 纯 子 从 一 显然 , 在 每 个 开 集 Ui C G(k,n) 上 , A e Vi 的 归 一 矩阵 表示 的 行 
矢量 给 出 Uy 上 5 的 一 个 标 架 ; 相对 于 这 些 标 架 的 转换 函数 在 UiN Uz 中 由 gurur = Ar A 
给 出 。 商 从 @ = C"/S 称 为 G(k,n) 上 的 万 有 商 丛 。 注 意 , 在 等 式 *: G(k,n) 一 G(n 一 kn) 
下 ,， G(n 一 k,n) 上 的 万 有 子 从 对 应 于 G(k,n) 中 万 有 商 从 的 对 偶 ; 并 且 同样 Q 一 G(n 一 kn) 
拖 回 到 对 偶 6* 一 G(k,n)。 特 别 注意 万 有 子 从 5S 一 G(1,n) 兰 Pp"! 就 是 前 面 提 到 的 万 有 
线 从 。 

现在 , 设 已 一 M 是 复 流 形 M 上 秩 为 的 任意 全 纯 矢量 从 ，V C 万 0(M, C() 是 整 
体 全 纯 截 面 的 ” 维 矢量 空间 , 并 且 假 定 V 中 截面 o 的 值 {o(z)}zev 对 所 有 的 > < M 张 成 
Bs。 那 么 , 对 每 个 zs M, 在 x 处 等 于 零 的 截面 c E Y 的 子 空 间 A。 CV 是 (mn 一 m) 维 子 空 
间 ; 因此 , 我 们 得 到 一 个 映射 


w :Mo— Gn kV)= Gk,V), 
它 就 象 线 从 一 样 满足 
EB=wS* 和 V=(H(G(E,n), 20S9)))。 
显然 , 如 果 我 们 局 域 上 选择 V 的 一 个 基 ol ,on 和 妃 的 一 个 标 架 ei1,…,es, 并 且 写 出 


0Oi 二 > QiaCa) 


那么 , 用 相应 的 等 式 G(n 一 k,V) 空 G(k,V*) 的 方式 , 映射 or 由 


给 出 , 使 得 rr 明显 是 全 纯 的 。 

就 象 在 线 丛 的 情况 下 一 样 , 我 们 有 奶 入 定理 ; 
定理 : 对 任意 紧 致 复 流 形 M，L 一 M 是 正定 线 从 且 马 一 M 是 全 纯 矢 量 丛 , 那么 , 对 足够 
大 的 m, 映射 LE&®Lm 是 一 个 诅 入 。 


证 明 : 对 我 们 而 言 , 大 部 分 工作 已 经 在 Kodaira 符 入 定理 中 完成 : 因为 M 是 正定 线 从 , 所 以 
我 们 可 以 取代 数 复 M C PN 和 超 平面 从 LL 一 M。 
现在 , 如 果 对 所 有 的 x,y E M，ip8Lm 是 一 对 一 的 , 那么 限制 映射 


(*) HM,O(E @ 1™)) » (B® LL")s ® (EQL™), 
是 满 射 。 类 似 地 , 我 们 有 象 对 线 从 定义 的 一 样 的 微分 映射 


(##] (MB (EL 
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如 果 这 个 映射 是 满 射 , 那么 pgrm 在 x 是 光滑 的 。 在 Kodaira 髓 入 定理 的 证 


明 中 使 用 的 紧 


致 性 讨论 再 次 保证 : 为 了 证 明 结 论 , 只 需 对 x 和 的 任意 特殊 选择 , 上 述 两 个 映射 对 足够 大 


的 m 是 满 射 。 


我 们 通过 M 的 维 数 上 的 归纳 法 来 进行 证 明 。 任 给 xz,y E M, 考虑 包含 zx 和 的 
MC PN 的 超 平面 截面 的 线性 系 : 由 Bertini 定理 , 这 个 系 的 一 般 运 算 在 系 的 基 轨 迹 {x,y} 
之 外 是 光滑 的 , 并 且 容易 得 到 , 除非 M 是 满足 Tz(M) = 有 CMVM) cB” 的 曲线 (这 种 情形 我 


们 总 可 以 通过 不 同 地 嵌入 M 来 避免 ), 系 的 一 般 运 算 在 z 和 y 也 是 光滑 的 。 
以 找到 包含 z 和 yy 的 M 的 光滑 超 平面 截面 V = 五 NM。 考 虑 序列 


0 Ou(EL™ I)— Ov(EF BOL") — Ov(EB QL")— 0。 


EET 


HM,O(E ®L™)) — FV,O(R ®L™)) 


是 满 射 。 另 一 方面 , 由 归纳 法 , 存在 m 使 得 对 mm > my， 


H'(V,Ov(E®L™)) = (EQL"):® (EOL"), 


是 满 射 。 对 mm > mo = max(mai,m2), 那么 , 映射 (*) 是 满 射 。 


因此 , 我 们 可 


定理 B, 存在 mi 使 得 对 mm > mi，H1i(M,O(B@L™m-!)) =0, 从 而 限制 映射 


类 似 地 , 对 每 个 TY 的 余 切 矢量 {wa} 的 生成 集合 , 我 们 可 以 找到 经 过 z 的 M 的 光滑 超 


平面 截面 VW, 使 得 wu 不 在 自然 投影 映射 TY(M) 一 TY(W) 的 核 中 。 那 么 , 


归纳 法 , 我 们 


可 以 找到 ms 使 得 对 mm > ma, 微分 映射 
H'(Va FE BOL)) » TY (Va) ® (EL); 
是 满 冉 。 同 样 , 从 序列 


0 Ou(EL™ I) oo GMBOL") Lr,(B LL")—0, 


我 们 得 到 , 象 以 前 一 样 , 对 mm > ms， 
HM, GBBL™)) — H (Va, I (BL™)) 
是 满 射 。 因 此 , 对 mm > m6 = max(mi,ma), 对 所 有 的 a, 我 们 有 


HM, IA(E BL™) SE T*(M)® (EQL"™, 


| | 


HV GA(E BL™)) > TV) ® (EQL™),, 


即 映 射 (**) 是 满 射 。 


Pliicker 能 入 
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我 们 通过 讨论 射影 空 


间 中 Grassmann 流 形 G(k,n) 的 经 典 Pliicker 租 入 来 结束 本 节 ; 它 
将 阐明 Kodaira 舱 入 定理 和 周 定 理 。 G(k,n) 上 骨 入 线 从 将 是 工 = det 5S* = det Q。 通 过 引 
入 适当 的 度量 , 工 可 以 被 看 作 是 正定 的 , 这 个 度量 用 类 似 于 射影 空 
的 方式 得 到 正定 | 


间 中 Fubini-Study 度量 
由 率 ; 然而 , 我 们 不 考虑 它 , 我 们 将 直接 给 出 Pliicker 震 入 。Pliicker 映射 


[4 


p:G(k,n) — P(AC") = P(x)-! 
吉 接 把 大 维 平面 A 二 Cfw 内] C Cr 变 到 多 


E 和 天 量 wy 人 … 信 vw。 显然 , 
{er 二 Cil 和 人 .和 Ci } #728 的 方式 ， 这 个 映射 上 


日 和 *C? 的 基 


A [|Ar,.1] 


给 出 , 即 , 映射 的 齐 次 坐标 就 是 A 的 矩阵 表示 的 所 有 xx 天子 式 Ar 的 行列 式 |Ar|。 上 
到 , (1) p 是 全 纯 的 , (2) p 把 每 个 形式 的 Schubert 闭 链 


I 


日 此 和 


Bl 


oi(V)= {AE€EG(k,n): dim(ANV, x) > 1} 
变 成 p(G(k,n)) C P(9-1 的 超 平面 截面 。 对 A 关 A' e G(k,n), 我 们 总 能 找到 一 个 (n 一 


维 平 面 Wx 使 得 AN Vx A (0), An 


WV = 二 (0), 所 以 p 是 一 对 一 的 ; 并 且 因 为 在 每 个 空 
间 Ur = {A :|Ar| 关 0} 中 ,上 述 G(k,n) 上 的 欧 氏 坐标 看 起 来 是 


二 [Ayj+rx| 
2 Ar 
因此 Pliicker 髓 入 是 一 个 髓 入 。 


所 以 映射 了 有 了 


A 
FE 零 微分 。 


现在 , 我 们 将 确定 定义 P(A*V) 中 G(k,V) 的 Pliicker 像 的 方程 。 我 们 所 要 求 的 是 多 习 
矢量 和 es A*V 可 分 解 的 条 件 , 即 , 形式 为 


人 一 VU1A. AUpo 


为 此 , 我 们 提出 一 个 更 一 般 的 问题 , 确定 最 小 线性 子 空间 , 使 得 人 在 


ARTT 一 ART7 


的 像 中 。 任 给 dimV = 7 那么 ] > 大 当 且 仅 当 入 可 分 解 时 等 号 成 立 。 
回想 一 下 对 v* € V*, 约 缩 算 子 


i(v”): ArV 一 人 LT 
对 所 有 的 三 € (A 和 1IV)# 兰 AIV* 定义 为 


(io9JA,E) = (A,v* A 人 SE), 
伴随 于 A, 我 们 有 线性 空间 


AT={v eV iv A=0 CV 
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和 
W = Ann(A+) CT。 
引 理 : W 是 V 的 最 小 子 空间 , 使 得 人 在 和 *W 一 AsY 的 像 中 。 


证 明 : 设 ww,…,wi 是 W 的 基 , 通过 wi,… ,un 把 它 完 备 化 到 V 的 基 。 用 fo 表示 
V* 的 对 偶 基 。 设 5 = Cfu ,wj 直 和 和 分解 V = W @UV 诱导 出 


NVESENWEBATIWeU) ON WGANUV) BD...。 


我 们 想 证 明 ，A 处 在 第 一 个 因子 中 。 把 第 二 个 因子 中 的 A 的 分 量 写作 >j"”_, Aa @ Uo, 其 
中 ，A。 E 和 *-1W。 因 为 


i ) :A PW @ATU ATW BA UV 


并 且 ilw*)A = 0, 所 以 我 们 导出 所 有 A。 = 0。 类 似 地 ，A*-wW 8 和 mWU(m > 2) 中 的 A 的 其 
它 因 子 是 零 , 因此 A e 入 W。 容 易 知道 ，W 是 最 小 的 这 样 的 子 空间 。 证 毕 
我 们 现在 定义 
W={weW:wAA= 0}。 
如 果 A 可 分 解 , 那么 显然 W’' = WW。 相 反 , 如 果 A 不 可 分 解 使 得 dim W = 1 > k, 那么 ， 
为 配对 入 W @ 入 TYW 一 IW, 所 以 我 们 导出 ，W’ 关 W。 因 此 当 且 仅 当 W’==W 时 人 可 
分 解 。 我 们 现在 通过 对 偶 把 这 个 条 件 用 两 种 方法 来 表示 。 第 一 种 , 我 们 利用 算 子 


对 三 EA 入 ?+t1V*, 它 由 


(i(S)A,v) = (2,AAv) 
对 所 有 的 ve V 来 定义 。 我 们 看 到 , 由 A+ 的 定义 , 对 ve W, 左边 只 依赖 于 自然 映射 


La 


AKt1lVy* es AK+1 (3 > Art1iyy* 


下 三 的 像 。 因 此 , 对 所 有 we W 的 条 件 和 A 入 w = 0 等 价 于 对 所 有 三 ,i(=)A E AL, 它 接着 
等 价 于 
(*) i(i( 三 )A)A 二 0 对 所 有 SEE 和 A*t1V*。 


(*) 的 左边 给 出 在 p(G(k,V)) 的 齐 次 坐标 Ar 中 的 (1) 二 次 形式 ; 把 它们 设 为 零 给 出 经 典 
的 Pliicker 关系 。 总 之 ， 

在 Plicker 髓 入 p:G(k,V) 一 P(A*V) 下 Grassmanm 流 形 的 像 被 由 (*) 给 出 的 二 次 对 象 的 
线性 系 得 到 。 
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另外 , 我 们 可 以 把 W 表征 为 在 映射 


三 一 IE)A，SEAS IT 


下 
AK-1y* = 
的 像 。 那 么 , 条 件 W = W' 等 价 于 
(x*) GE)JA)AA=0 对 所 有 € AI。 


例如 , 假定 i 
人 一 ee 和 ij 十 Xj =0; 


是 双 矢 量 。 因 为 对 v* ET， 


我 们 可 以 重新 把 条 件 (**) 写作 


A 人 A=0。 


当 n = 4 时 ,我们 得 到 单个 方程 


和 l2 和 34 一 13 和 24 十 Al4X23 = 0, 


它 表示 Ae P(A?C4) 全 P5 可 分 解 的 条 件 。 换 铅 话说 ，G(2,4) 自然 实现 为 P 中 的 非 奇 异 二 
次 超 曲 面 。 在 最 后 一 章 我 们 将 了 解 更 多 这 方面 的 知识 。 
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代入 一 一 


本 章 的 主题 是 代数 曲线 的 外 在 射影 几何 与 Riemann 上 
用 。 这 个 课题 最 初 是 用 外 在 的 方式 来 研究 , 随 着 抽象 Riemann 上 
里 介绍 的 代数 曲线 理论 的 主要 情况 在 每 个 方法 中 都 一 样 。 
如 果 没 有 证 明 的 话 一 一 在 19 世纪 就 已 经 得 到 了 。 


上 经 历 了 根本 的 转变 ; 但 是 , 这 


本 章 的 大 部 分 结果 


一 一 
一 一 一 


一 早 


Riemann 曲面 和 代数 曲线 


由 面 的 内 强 结 构 之 间 的 互相 作 
由 面 概念 的 引入 , 它 在 观念 


在 第 一 节 中 , 我 们 改进 在 维 数 为 1 的 情况 下 的 Kodaira 舱 入 定理 。 接 着 我 们 讨论 
Riemann 曲面 之 间 映 射 的 局 域 结构 , 并 且 利 用 它们 来 证 明 Riemann-Hurwitz 公式 和 亏 格 公 


式 。 我 们 建议 读者 从 第 二 节 开 始 , 在 有 需要 时 再 回 到 第 一 节 查 阅 。 


在 第 二 节 中 , 我 们 介绍 了 Abel 积分 理论 , 证 明了 Abel 定理 及 其 道 定 理 。 这 个 定理 可 


能 在 椭圆 曲线 的 情况 下 最 容易 理解 一 一 它 最 初 的 确 是 在 那里 被 发 现 的 


讨论 来 结束 本 节 。 


并 且 用 这 方面 的 


在 第 三 节 我 们 转 到 曲线 上 的 线性 系 理论 。 当 然 , 这 里 的 基本 结果 是 Riemann-Roch 公 


式 。 接 着 , 我 们 引入 典范 上 


任意 维 数 射影 空间 中 的 曲线 , 但 是 只 得 到 | 
双 切 点 和 双重 点 这 样 的 整体 认识 ， 


由 线 , 它 是 任意 了 


但 只 应 用 在 P? 中 的 上 


FE 超 椭圆 Riemann | 
范 曲 线 的 重要 性 来 自 Riemann-Roch 公式 的 几何 解释 ; 它 的 全 部 习 
的 部 分 显露 出 来 。 首 先 , 我 们 用 射影 空间 中 关于 给 定 次 数 的 上 
来 研究 特殊 线性 系 ; 接着 , 在 讨论 超 椭 圆 
面 依赖 于 参数 一 一 后 , 我 们 将 开始 解决 Brill 和 Norther 的 补充 问题 。 

第 四 和 第 五 节 转 到 曲线 外 在 的 情况 。 在 第 四 节 , 我 们 证 明了 一 般 Pliicker 公式 和 平面 
曲线 的 Pliicker 公式 。 在 这 些 结果 之 间 有 一 个 根本 的 不 同 点 : 一 般 Pliicker 公式 可 应 用 到 
由 线 的 局 域 特 征 ; 而 平面 曲线 的 公式 可 得 到 诸如 
由 线 。 这 个 表面 上 的 缺陷 将 在 下 节 


由 线 和 Riemann 计数 


由 面 内 一 定义 的 射影 模型 。 典 


E 要 性 将 继续 在 本 章 其 余 


由 线 亏 格 的 Castelnuovo 上 限 


它 提示 我 们 , Riemann 曲 


中 部 分 地 被 弥补 , 在 那里 , 我 们 将 引入 对 应 这 个 有 效 的 计算 方法 , 并 且 把 空间 曲线 的 几何 


公式 作为 一 个 应 用 推导 出 来 。 在 这 两 节 中 , 把 射影 几何 的 公式 应 用 到 典范 曲线 就 得 到 关于 
Riemann 曲面 的 内 强 结 构 的 结果 : 在 第 四 节 , 我 们 得 到 Weierstrass 点 的 数目 , 在 第 五 节 , 我 
们 解决 了 一 些 Brill-Noether 问题 的 特殊 情形 。 


在 本 章 的 最 后 两 节 , 我 们 回来 研究 伴随 于 紧 致 Riemann | 
在 第 六 节 给 出 Abel 簇 理论 的 初等 知识 ; 这 里 的 主题 是 得 
理 。 在 第 七 节 , 我 们 专门 讨论 上 
我 们 搞 清 了 Jacobi 簇 的 儿 何 怎样 与 | 


则 面 的 Jacobi 艇 。 为 此 , 我 们 


由 线 的 Jacobi 簇 的 问题 。 


到 复 环 也 


[情况 下 的 Kodaira 般 入 定 
通过 Riemann 的 两 个 美妙 的 定理 ， 
由 线 上 的 特殊 线性 系 密切 相关 ; 由 


此 我 们 最 后 可 以 证 明 


关于 Brill-Noether 定理 的 一 些 结果 。 本 章 最 后 介绍 了 Torelli 的 定理 , 它 来 自 Andreotti。 


Riemann 曲面 的 人 藤 入 


1. 预备 知识 
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设 5 是 紧 致 Riemann 曲面 。 在 本 章 我 们 都 假定 3 是 连通 的 。 如 果 ds? 是 S 上 的 任意 
度量 , 其 伴随 (1 1) 形式 为 w, 那么 ，dw 的 次 数 为 3, 所 以 平庸 地 等 于 零 ; 因此 ，S 上 的 任意 
度量 是 Kihler 度量 。 的 确 , 因为 任意 度量 的 9-Laplace 算 子 都 与 型 的 分 解 可 以 交换 , 所 以 ， 
当 在 局 域 坐 标 > = z+ VTy 下 写作 


= padzx + qdy = Qadz + baz 


时 , 我 们 得 到 yp 是 调和 的 当 且 仅 当 p10 = adz 是 全 纯 的 , 且 p01 = Bz 是 反 全 纯 的 。 这 种 情 
况 出 现 当 且 仅 当 


op = Op = 0, 
或 者 等 价 地 , 当 且 仅 当 
ap = dw = 
如 果 dy = 0, 那么 , 在 局 域 上 , 对 某 些 Ce 函数 有 p = df; 我 们 得 到 


7 92 
Dz2 Oy? 


dp dy -i ( ) ww 


即 ，y 是 调和 的 当 且 仪 当 了 在 通常 单 复 变量 的 意义 上 是 调和 的 。 特 别 是 , 我 们 发 现 调和 空 
间 1(5) 不 依赖 于 度量 的 选择 。 
现在 , 设 ds? 是 伴 有 (1,1) 形式 w 的 度量 , 增加 一 个 常数 因子 使 得 


fo=1. 
3 


[ws H8r(S) 是 整 上 同调 类 , 并 且 由 Kodaira 嵌入 定理 得 到 ，S 可 以 被 钥 入 射影 空间 PN。 
就 象 在 能 入 定理 的 讨论 中 提出 的 那样 , 对 Riemann 曲面 , 可 以 得 到 定理 的 更 准确 的 表述 和 
更 简单 的 证 明 , 我 们 在 这 里 给 出 它们 。 

设 工 一 5 是 全 纯 线 从。 回想 一 下 , 工 的 次 数 的 定义 为 由 5 的 自然 定向 给 出 的 在 恒 等 
式 万 ?2(3,Z) = Z 下 在 第 一 陈 类 ci(L) e 五 2(3,2)。 如 果 对 


D = 2 € Div(5) 


degL 一 >》 aie 


正如 我 们 已 经 知道 的 那样 , 只 有 当 ci(L) > 0 时 , 即 当 


degL <0 H°(5,0(L))=0 


时 , 工 才 有 非 平 庸 的 全 纯 截面 。 男 一 方面 , 因为 对 应 于 +1 的 2(5,Z) 兰 马 的 生成 元 由 正 
定形 式 表示 , 所 以 有 


LL 下定 令 degL>0。 
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因此 , 如 果 deg L > deg Ks, 那么 ,LK 是 正定 的 , 并 且 由 Kodaira 消 没 定理 得 到 ， 


万 !(S, 6(L)) = H\(S, QI(L + KE)) 一 0。 


另外 , 这 个 结果 也 可 以 从 Kodaira-Serre 对 偶 得 到 : 


degL>degKs 全 deg(Ks®L’*)<0 
S$ HO SE 0 = 


现在 , 对 任意 pe 5, 考虑 恰当 序列 


0— 0O(L-p)— 06(L)— SL,—0。 


如 果 deg(L 一 p) = degL 一 1 > deg Ks, 那么 ,，H1(S, CO(L) 一 p) = 0, 并 且 得 到 
HO OD) Lys 
即 , 次 数 大 于 deg K; 十 1 的 线 从 的 完备 线性 系 没有 基点 。 还 有 , 如 果 degL > deg Ks 十 2， 


那么 , 从 恰当 序列 
0— 0(L-p—9q) 6(L) SL,®L,—0, 


Ue OD 2 ede RT) 
和 消 没 定理 


H'(S,O(L —-p—9)= H'(S,06(L -2p))=0, 


得 到 , 工 的 完备 线性 系 给 出 一 个 网 入 1 :5 一 P*。 

总 之 , 我 们 得 到 

1. degL <0= H°(5,6(L)) = 0。 

2. degL > deg Ks = H'(S, 0O(L)) = 0。 

3. degL > degKs+2 人 局 :9 一 PN 有 了 明确 的 定义 并 且 是 一 个 嵌入 。 


从 现在 开始 , 紧 致 Riemanm 曲面 和 光滑 代数 曲线 或 简称 曲线 这 两 个 用 语 可 以 非常 贴切 
地 互 换 。 当 光滑 代数 曲线 可 以 看 作 具 有 和 仙 入 的 附加 结构 时 一 一 即 , 当 看 作 一 个 Riemann 曲 
面 以 及 线 丛 工 一 S 和 子 空间 互 C Ho(S, OC(L)) 时 , 这 不 是 那么 确切 , 但 是 希望 别 混淆 了 。 
重要 的 是 可 以 交 蔡 地 考虑 抽象 的 解析 对 象 一 一 紧 致 Riemann 曲面 一 一 和 代数 对 象 一 一 PP 
中 多 项 式 的 零点 了 ; 这 暗含 在 两 个 术语 的 使 用 当中 了 。 

就 象 我 们 在 第 一 章 第 四 节 得 到 的 那样 , 代数 曲线 5 C PN 的 弦 的 簇 C(5) 是 PN 中 维 
数 < 3 的 闭 子 艇 。 从 点 p 4 C(5) 到 任意 超 平面 五 C PN 的 投影 给 出 5 在 石室 PN-! 中 的 
一 个 先入 ; 因此 , 任意 曲面 可 以 光滑 地 髓 入 3 维 空间 下。 一 般 地 , 我 们 不 能 把 曲线 艇 入 P? 
中 。 但 是 , 给 定 一 个 光滑 曲线 5S Cc EP, 我 们 可 以 找到 一 个 点 pe€ EB, 它 不 处 在 中 5 的 任 
意 切线 上 , 也 不 处 在 与 9 相交 多 于 两 点 的 直线 上 , 也 不 处 在 与 S 相交 于 两 点 且 与 切线 相交 
的 直线 上 。 于 是 , 投影 映射 zs: 5S 一 PP 将 有 处 处 非 零 的 微分 , 并 且 在 孤立 点 至 多 有 2 一 1 
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Figure 1 


投影 ; 像 mm(S) C 亚 将 是 一 条 平面 代数 曲线 , 它 的 唯一 奇异 点 是 普通 二 重点 或 结 点 一 一 即 ， 
在 一 个 奇异 点 附近 ，xt,(S) 看 起 来 象 两 个 相交 于 切线 不 同 的 点 处 的 光滑 解析 弧 。( 这 个 讨论 
将 在 本 章 第 四 节 更 准确 地 讨论 。) 

还 要 注意 , 对 曲线 5 C PN 和 光滑 点 pe 5, 通过 把 p 变 成 它 的 切线 与 PN 的 交点 , 到 
超 平面 的 投影 映射 7 : 5 一 {p} 一 PN-1 C PN 可 以 连续 地 (从 而 全 纯 地 ) 扩 展 到 所 有 S 上 。 

一 般 超 平面 五 C PN-1 与 像 x,(5) 的 交集 就 是 超 平面 且 ,p C P 与 9 一 {p} 的 交集 , 使 得 对 
p E 9, 得 到 


deg7p(9) = deg9 一 1。 
这 里 最 简单 的 情况 就 是 从 平面 二 次 曲线 C 的 一 点 到 一 条 直线 上 的 立体 投影 。( 见 图 1。) 


Riemann-Hurwitz 公式 


我 们 从 初等 拓扑 学 知道 , 紧 致 Riemann 曲面 5S 只 有 一 个 拓扑 不 变量 , 我 们 可 以 把 它 取 
为 亏 格 


或 取 为 一 般 的 “手柄 的 数目 ”。 
从 第 一 章 第 二 节 我 们 得 到 , 全 纯 切 从 T'(S) = Ks 上 度量 的 曲率 形式 就 是 度量 的 Guass 
曲率 乘 体积 i V 一 1]。 姥 么 , 由 经 典 的 Guass-Bonnet 定理 得 到 |: 


deg Ks = —x(S) = 2g— 2。 


这 是 Riemann-Hurwitz 公式 的 一 种 形式 , 可 以 直接 证 明 如 下 : 设 f :5 一 5S’ 是 紧 致 
Riemann 曲面 5 和 .5' 之 间 的 映射 。 对 同调 中 的 诱导 映射 人 : 豆 (5,2) 一 Ho(S', 纪 ), 得 到 


f.([S5]) = 1 [3 


整数 n 称 为 映射 的 叶 数 或 次 数 。 对 任意 点 pe 5S", 设 9 是 伴随 于 除 子 (p) 的 线 从 [(p)] 的 曲 
率 形式 。 那 么 ，f*© 是 9 上线 从 产 [(o)] = [f*(p)] 的 曲率 形式 , 并 且 我 们 从 第 一 半 第 二 节 的 
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tar m= {7 (Fe)="/ (Fe)=" 


因此 ,考虑 除 子 方面 的 多 重 性 后 , 映射 了 使 得 所 有 的 pe 5' 正好 出 现 n 次 。 
对 任意 pe 5, 我 们 可 以 找到 8 中 附近 的 局 域 坐标 z 和 ,57 中 f(p) 附近 的 局 域 坐标 
使 得 映射 了 在 局 域 上 出 


w= 2 


给 出 。 数 目 v 称 为 映射 了 在 p 处 的 分 歧 指标 ; 如 果 w(p) > 1, 那么 了 称 为 分 支点 。 有 映射 了 的 
分 支 轨迹 取 为 9 上 的 除 子 
Be 
pES 
或 者 取 为 除 子 在 S' 上 的 像 
B'= (vp) —1): fp). 
pES 


对 任意 点 pe 5", 我 们 可 以 写 出 
fr(p) = > vg:y, 
dD) 


gEf -1(p) 

其 中 求 和 是 在 不 同 点 上 进行 。 于 是 , 它 为 我 们 提供 了 映射 了 的 图 像 : 不 在 f 的 分 支 轨 迹 上 
时 ，f 是 一 个 覆盖 映射 ; 在 分 卜 指 标 为 k 的 分 文 点 pe 5 处 , 履 盖 的 上 个 叶 车 合 在 一 起 。 

用 f 的 叶 数 目 和 分 歧化 的 方式 , 我 们 可 以 把 5 的 亏 格 与 5S' 的 亏 格 联系 起 来 。 取 3' 的 
一 个 三 角 痢 分 , 其 中 分 文 轨 迹 的 每 个 点 都 是 项 点。 因为 不 在 B 处 时 上 是 履 盖 映射 , 那么 我 
们 可 以 取 5 的 一 个 三 角 剖 分 , 它 的 开 胞 腔 就 是 在 我 们 的 5' 的 三 角 剖 分 中 开 胞 腔 道 像 的 连 
通 分 量 。 那 么 , 如 果 co cl c 分 别 表 示 S' 中 0-,1- 和 2 一 胞 腔 的 数目 , 我 们 将 得 到 5 中 的 
.ci 个 1- 胞 腔 和 mc 个 2- 胞 腔 。 因 为 对 任意 pe 3' 有 


所 以 我 们 还 得 到 不 同 点 的 数目 : 
#( 广 (OO)=m- >, (V9) -1). 


gq€f -1(p) 
因此 , 在 我 们 的 5 的 三 角 剖 分 中 顶点 的 数目 是 
na-y oog -1), 


qE9 
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和 Euler 示 性 数 为 
x(S) = nc—n:ctn.c— >_(vq) —1) 
gq€SD 
= ey 
qdE9 
所 以 ， 


我 们 还 可 以 把 5 的 典范 从 与 5' 的 典范 从 联系 起 来 。 设 w 是 5' 上 整体 亚 纯 1 形式 , 局 
域 上 写作 


二 用 
于 是 ， 
0 
i® A) 
| v—1 g(z") 
= Vz er 
因此 ， 


ordp(f*wW) =v ordjro(w) 十 人 一 1。 
它 暗含 了 S 上 的 除 子 方程 


(f°w) = f°(w) + >》 (oo) 一 


pES 


yu 
“Et 


Ks = f° Ks 十 B, 
deg Ks = ndegKs,t >_(v(p) — 1)。 
pES 
现在 , 任意 紧 臻 Riemann 曲面 5 都 允许 一 个 到 Pi 的 全 纯 映 射 : 如 果 fe .NM(5) 是 任意 
整体 亚 纯 函数 , 对 互 质 的 g,h 在 局 域 上 写作 g/h, 那么 ，f 通过 p 一 [g(p),h(p)] 给 出 了 从 5 
到 Pi 的 一 个 映射 。 设 f :5 一 P! 就 是 这 样 的 映射 ; 在 Pl! 上 , 我 们 得 到 ， 


Xx(P!) = 2 = ~ deg Kp, 
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并 且 因 此 得 到 
X(3S) = nxXx(P)— >_Wp) -1) 


pES 


= —n.degKp: — > (v(p)— 1) 
pEDS 


一 — deg Ks。 


因此 , 对 任意 9， 
deg Ks = —X(S) = 29—2, 
并 且 得 到 Riemann-Hurwitz 公式 。 


有 时 候 , 我 们 的 Riemann-Hurwitz 公式 指 下 面 任意 一 种 形式 : 
deg Ks 3 20 2: 
Es 


qg€S 


De 


现在 , 对 紧 致 Riemann 曲面 之 间 的 映射 还 有 两 个 结果 : 首先 , 考虑 多 重 性 后 ，f 的 分 
文 点 的 数目 总 是 偶数 ; 其 次 , 如 果 f 不 是 常数 , 那么 g(5)  g(5')。 后 一 个 结果 也 来 自 
这 样 的 事实 : 亏 格 为 g 的 Riemann 曲面 在 它 上 面 正好 有 g 个 线性 独立 的 全 纯 1 形式 ; 如 
果 :5 一 5’' 不 是 常数 , 容易 得 到 产 : HV(S',04) 一 HW(S,93) 是 单 射 , 并 且 因 此 得 到 
9(S) > 9(51)。 
亏 格 公式 

在 这 里 , 我 们 将 给 出 亏 格 公式 的 三 个 证 明 , 这 个 公式 用 光滑 平面 曲线 的 次 数 的 方式 给 
出 了 其 亏 格 。 

首先 是 拓扑 方面 的 讨论 。 假 定 5S C PP 是 次 数 为 a 的 光滑 曲线 , 在 P? 上 作为 齐 次 多 项 
式 玉 (20, 1,2Z2) 的 零点 轨迹 而 得 到 。 用 C? C P32 上 欧 氏 坐标 = 21/20,z2 二 Zo/Zo 的 方 


f(z1, Z2) > Fl(1, 1, Z2)o 
选择 不 在 5S 上 的 一 个 点 p € P? 和 不 包含 p 的 一 条 直线 五; 在 进行 一 次 坐标 的 线性 变化 后 ， 
我 们 可 以 得 到 


p= [0,0,1], H= (= 0); 


我 们 还 可 以 假定 在 无 穷 远 的 直线 (20 = 0) 与 9 不 相 切 。 

现在 , 考虑 从 p 到 五 的 投影 给 出 的 映射 7, : S 一 P 了 1。 在 (9f/6z2)(q) 关 0 的 点 pE5 
附近 ， 和 起 5 上 局 域 坐标 的 作用 , 因此 映射 不 是 分 歧 的 ; 如 果 (9f/0z2)(q) = 0, 那么 ， 
(9f/0z1)(q) 关 0, 并 且 在 取 zz 为 q 附近 3 上 的 局 域 坐 标 和 取 2 = 忌 (22) 为 2 的 函数 后 , 我 
们 可 以 写 出 


f (21(22), 22) 三 0， 


Riemann 曲面 和 代数 曲线 : 预备 知识 198 


因此 由 链 法 则 得 到 , 在 S 上 有 


of 09f Oz a 

Oz O21 Oz2% 
因此 , 在 g 处 921/0% 等 于 零 的 次 数 ( 即 ，g 处 映射 i 的 分 歧 指 标 v(q) 减 去 1) 等 于 ge 5 处 
90f/9z2 的 零点 的 次 数 ( 即 5 与 曲线 (9f/0zs = 0) 在 g 处 的 相交 多 重 数 )。 (09f/9zs = 0) 是 
P? 中 次 数 为 a 一 1 的 曲线 , 并 且 因 此 它 与 5S 的 相交 数 为 d(d 一 1); 因为 SN(9f/0z2==0) 的 
所 有 点 处 在 有 限 平面 (Zo 关 0) 中 , 所 以 得 到 


(9) -1) = dd—1). 


现在 ,在 现 (P2,Z) 中 , [95] = 4d-[H], 因此 ,投影 映射 6 的 叶 数 是 d; 由 Riemann-Hurwitz 
公式 得 到 


X(S) = d-x(P')— >_(v(q) -1) 
qg€S 


= 


并 且 因 此 得 到 


得 到 这 个 公式 的 第 二 种 方法 是 通过 第 一 章 第 二 节 的 从 属 公式 。 它 给 出 了 


Ks = Krs|ls ® Ns 


现在 , 从 截面 Kpz = 一 3 五 和 5 = 4 五 在 让 上 得 到 Kps 十 S = (d 一 3) 五 。 因 此 ， 


Xx(S) = —degKs 
= —#(S.(d—3)H)= -dad(d—3), 


并 且 有 


2 一 X(9 d—1)(d—2 
9) = 2=X9) _ a= DE- 
计算 9(5) 的 第 三 种 方法 是 通过 Poincaré 留 数 对 人 和 个。 回想 ( 第 147 页 ) 一 下 , 在 P32 上, 对 


P? 一 S 上 全 纯 且 治 着 3 有 一 个 极点 的 亚 纯 2 形式 w, 并 且 把 它 写作 


dz1 人 dz2 
f(z1, 22】 


w = g(1, %) 
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那么 , Poincaré 留 数 有 R(w) 为 


—g(Z1, 22) Qe 

02) (0F /0z2) (21, 22) 

= 9g(21,%2) 0 
2 


再 回想 一 下 , 在 这 种 情况 下 , Poincaré 留 数 映射 给 出 一 个 同 构 


R(w) = 


HP, (5)) 一 H'(S, Qs)o 


现在 , 考虑 如 上 给 出 的 w e H?(P?,Q2(5))。 形 式 dz A dz 扩张 到 了 P2 上 的 亚 纯 2 形式 ; 
因为 Kpz = -3 万 且 dzAdz 在 下 一 大 上 是 非 零 全 纯 的 , 因此 ，dz1 人 入 dzo 必须 有 一 个 沿 着 工 
的 3 阶 极点 。 类 似 地 ，f 扩张 到 P? 上 的 亚 纯 函数 , 并 且 因 为 了 是 一 个 多 项 式 ,在 亚 一 工 中 
沿 着 次 数 为 d 的 曲线 有 一 个 单 零 点 , 所 以 沿 着 工 它 必然 有 一 个 次 数 为 q 的 极点 。 因 此 9 必 
须 扩张 到 沿 着 工 有 次 数 < a 一 3 的 一 个 极点 的 亚 纯 函数 , 即 ，g 必须 是 z1, zo 的 次 数 < qd 一 3 
的 多 项 式 。 因 此 , 对 次 数 芝 d 一 3 的 多 项 式 g，5 中 的 全 纯 1 形式 正好 是 下 列 微分 : 


Q21 
Of /0%2)(Z1, Z2) 


我 们 已 经 得 到 ,，n 个 变量 的 次 数 < 4 的 多 项 式 的 数目 为 (”), 并 且 因此 得 到 


WwW 二 9 5) 


9g(S) = (5,0) 


(ne (dD) 


后 面 我 们 将 看 到 怎样 把 这 个 公式 推广 到 有 一 定 奇 异 的 曲线 上 。 


9 二 0,1 的 情形 
首先 , 设 9 是 亏 格 为 0 的 任意 紧 致 Riemann 曲面 。 那 么 ， 


h1(s,6) = 10(S,00 = 0, 
并 且 因此 对 伴随 于 任意 点 pe 5 的 线 从 工 = 四, 从 伴随 于 序列 


0— Os— Os(L)— Ly—0 


的 同调 长 序列 , 我 们 得 到 ，L 是 在 p 处 非 零 的 整体 截面 , 即 , 在 9 上 存在 一 个 非常 数 的 亚 
纯 函数 f, 它 除 点 外 是 全 纯 的 , 且 在 p 处 只 有 一 个 简单 极点 。 但 是 这 样 的 函数 假定 oo 
值 一 一 从 而 每 个 和 一 一 正好 出 现 一 次 , 并 且 因 此 给 出 一 个 同 构 了 :5 一 Pi1。 因 此 ， 


亏 格 为 0 的 任意 紧 致 Riemann 曲面 是 Riemann 球面 P1。 
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接 下 来 , 我 们 讨论 亏 格 为 1 的 曲线 。 关 于 这 些 曲线 的 所 有 知识 直到 下 一 节 才 用 到 ; 现 
在 , 我 们 开始 证 明 : 亏 格 为 工 的 任意 紧 致 Riemanm 曲面 5 可 以 实现 为 P? 中 的 一 条 非 奇 异 
三 次 曲线 。 

这 个 命题 的 证 明 是 简单 的 : 我 们 知道 ，deg Ks = 0, 并 且 因 此 由 峙 入 定理 , 对 任 
意 pe 5, 线 丛 工 = [3p| 的 完备 线性 系 给 出 3 作为 PN 中 三 次 曲线 的 一 个 嵌入 ,其 中 
N = ho(S, CO(L)) -1>2。 但 是 ,万 0(5, CO(L)) 对 应 于 9 上 的 一 个 亚 纯 函 数 , 它 在 S 一 {p} 
处 全 纯 , 并 且 在 p 处 的 次 数 为 3; 因为 任意 这 样 的 函数 都 唯一 由 其 在 p 处 的 主 部 


Q-3 4-2 Ql 


| | | 
T T 10 本 
23 22 儿 


来 确定 , 并 且 不 存在 只 有 一 个 p 处 的 单 极点 的 亚 纯 函 数 一 一 就 象 以 前 注 记 的 那样 , 这 样 的 
函数 将 给 出 3 到 严 的 1 一 1 对 应 一 一 我 们 得 到 ，h?(S5, CO(L)) < 3, 因此 (5,O(L)) =3, 这 
就 完成 了 证 明 。 

但 是 , 在 这 种 情况 下 , 需要 明确 地 仔细 检查 这 个 过 程 。 首 先 , 我 们 确立 一 个 基本 的 一 般 
结果 : 
引 理 ( 留 数 定理 ): 对 紧 致 Riemanmn 曲面 S 上 除 子 为 ol 十:… 十 ag 的 亚 纯 1 形式 p, 有 


bb Resu (P) = 0。 


证 明 : 设 Be(ai) 为 u 周围 的 一 个 s- 圆 盘 , 由 Stokes 定理 我 们 得 到 ， 


和 三 二 = 
人 人 四 2 . (9) 
证 毕 
把 它 应 用 到 op = df/ 再 次 证 明了 3 上 的 亚 纯 函数 1 有 同样 多 的 零点 和 极点 。 
我 们 回 到 亏 格 为 1 的 Riemann 曲面 5$。 就 象 以 前 注意 到 的 一 样 , 在 5 上 没有 非常 数 的 
亚 纯 函 数 , 使 得 它 只 在 p 处 有 一 个 单 极 点 。 男 一 方面 , 由 消 没 定理 得 到 ， 


H'(S, 6(p)) =0, 


并 且 因 此 恰当 序列 

0— 0(p) — 0(2p) — Cp —0 
表明 , 的 确 存在 一 个 9 上 的 亚 纯 函 数 F, 它 在 p 处 有 一 个 双重 极点 , 有 旦 在 其 它 处 全 纯 。 接 下 
来 ， 


A(S,0)= 9(5)=1, 


所 以 S 有 非 零 全 纯 1 形式 w; 因为 deg Ks = deg(w) = 0, 所 以 w 必然 处 处 非 零 。 考 虑 亚 纯 
形式 下 .wuwi; 它 在 5S 一 {p} 上 是 全 纯 的 , 并 且 由 留 数 定理 得 到 


Resp(F' .w)= 0。 
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因此 , 如 果 z 是 了 周围 的 任意 局 域 坐标 , 在 乘 以 一 个 常数 和 加 上 一 个 常数 后 , 我 们 可 以 把 玉 
的 级 数 展开 写作 
F(z) = 万 + [1]。 


现在 , 考虑 5S 上 的 亚 纯 函数 4F/Jw。 因 为 w 处 处 非 零 , 所 以 dF/w 在 5S 一 {p} 上 全 纯 , 并 
是 在 p 处 有 三 重 极点 ; 对 适当 的 常数 入 ,入 , 入, 设 


在 p 附近 我 们 可 以 写 出 
(2)= 训 + 中。 


因此 , 伴随 于 线 从 工 = [3p] 的 映射 以 : 8 一 P? 可 定义 为 


qo [1, 7F(q), F(q)]。 


写 出 bp 周围 的 展开 , 我 们 得 到 


和 


使 得 亚 纯 函 数 
Fz) +oF (2)— F(z + (ce)F(z) 


不 在 p 处 时 是 全 纯 的 , 因此 每 于 常数 。 在 风 入 wL 下 5 的 像 因 此 是 多 项 式 


y+ey=r +artb 


的 轨迹 , 其 中 z = 1/2Zo,y = 22/20 是 下 上 的 欧 氏 坐标 。 在 对 坐标 y 进行 线性 变化 后 , 我 
们 可 以 把 这 个 形式 多 项 式 取 作 


(*) = 十 ax+t+b, 


并 且 在 最 后 对 z 的 坐标 进行 线性 变化 , 并 取 多 项 式 z + az 十 5 的 其 中 两 个 根 为 0 和 1 后 ， 
我 们 得 到 : 对 某 些 入 E C, 亏 格 为 1 的 任意 曲线 是 三 次 多 项 式 


=) 


在 中 的 零点 轨迹 。 
注意 , 由 上 面 可 知 , 亏 格 为 1 的 Riemann 曲面 由 上 面 多 项 式 (*) 中 的 一 个 参数 所 确定 ; 
因为 C 与 任意 秩 为 2 的 格子 A CC 的 商 是 亏 格 为 1 的 Riemann 曲面 , 并 且 因 为 除了 一 个 
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C 的 同 构 外 , 确定 秩 为 2 的 格子 AC C 需要 一 个 复 参数 , 所 以 我 们 可 以 预期 , 亏 格 为 1 的 所 
有 曲线 实际 上 可 以 作为 C/A 来 实现 。 就 象 我 们 在 下 一 节 看 到 的 一 样 , 实际 情况 正 是 如 此 。 

最 后 , 我 们 注意 到 ，5 = C/A 上 的 亚 纯 函 数 与 C 上 的 整 亚 纯 函 数 是 一 样 的 , 它 对 格子 
人 是 周期 性 的 。 


2. Abel 定理 
Abel 定理 一 一 第 一 种 描述 
形式 为 
(x#) | 去 二 一 
V22 十 az 十 
的 不 定 积分 在 闭 形式 中 容易 解 出 ; 更 一 般 地 ,RR 为 有 理 函 数 的 任意 积分 ， 


/ae V22 十 QZ 十 bd7 


都 有 一 个 只 包含 初等 函数 的 闭 形式 解 。 从 早期 的 微 积 分 运算 就 知道 了 这 种 类 型 积分 的 
解 。 但 是 在 很 长 时 间 里 , 数学 家 都 不 能 更 多 地 解 出 积分 

hd 
Vri3 4+ari+orice 


(ks 


或 更 一 般 地 hbel 积分 
/ Ne 
其 中 及 是 有 理 函 数 ，xz 和 % 的 关系 为 次 数 > 2 的 多 项 式 方程 f(x,y) = 0。 
昌 于 上 节 的 亏 格 公式 , 容易 指出 困难 之 所 在 : 第 一 个 积分 (*) 可 以 看 作曲 线 C 上 亚 纯 
形式 dz/y 的 线 积分 


Er 


dz 

ws 
其 中 曲线 C 由 了 PP? 中 欧 氏 坐标 zy 下 的 = 十 az 十 b 给 出 。 现 在 ，C 是 二 次 曲线 ， 
此 通过 多 项 式 映射 同 构 于 P!; 如 果 t+=t(x,y) 是 Pi! 上 的 欧 氏 坐标 , 那么 ，C 上 的 亚 纯 形式 
dr/y 必然 为 下 上 的 形式 R(t)dt。 因 此 , 对 (zo, vyo), (x,y) E C, 得 到 


(2,y) t(z,y) 
/ / ~ RO)at, 
(zo0,y0) Y t(x0,Y0) 
并 且 后 一 个 积分 容易 解 出 。 还 要 注意 , 因为 Pl 是 单 连通 的 且 dz/y 是 闭 的 , 所 以 积分 对 路 
径 选 择 的 唯一 依赖 性 就 是 dzy/y 的 留 数 , 而 它 很 容易 计算 。 


另 一 方面 , 积分 (x*) 是 三 次 曲线 C= ( 凡 = 妇 二 az2 十 六 十 cl) 上 形式 gz/y 的 积分 。 
现在 , 如 果 C 是 光滑 的 , 那么 , 由 亏 格 公式 其 亏 格 为 1, 并 且 因 此 不 能 用 单个 亚 纯 函 数 来 表 
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示 ; 因此 不 可 能 对 (x*) 给 出 象 上 面 (*) 那样 简单 的 表达 式 。 还 有 ，C 在 拓扑 上 是 个 环 面 , 不 
是 单 连通 的 ; 所 以 积分 


?4 dr 
让 
只 在 模 掉 dz/y 的 周期 后 才 有 明确 的 定义 , 即 , 它 是 闭环 路 ye€ Hi(O,Z) 上 dz/y 的 积分 。 
更 确切 地 说 , 从 前 一 节 注 意 到 , 形式 w = dz/y 在 C 上 处 处 全 纯 , 并 且 因 此 是 7°(C, 91) 的 
生成 元 。 设 %1,Y 是 C 上 生成 到 (C0,Z) 全 ZZ@Z 的 团 环 路 , 并 且 用 


a=/ oo= 
?1 72 


来 表示 w 相应 的 周期 。 于 是 ，C 上 w 的 一 般 周 期 的 形式 为 mn: ai 十 ma2, n,m EZ。 如 果 
al 和 as 在 了 及 上 是 线性 不 独立 的 , 那么 , 对 语 , ko € 有 展 我 们 可 以 写 出 


mf “+ | w= 0; 
Nl 2 


于 是 我 们 得 到 


并 且 因 为 w 和 w 生 成 10(C)@ HM0(O0) = hn(O), 所 以 它 将 意味 着 


AD 十 koly2| 一 0E Hil(C, R)， 


这 是 不 可 能 的 。 因 此 ，aw 和 a 在 民 上 是 线性 独立 的 , 并 且 因 此 C 中 w 的 周期 人 = 
fai+m:aojamez CC 形成 C 中 的 一 个 格子 。 相 应 地 , 积分 


9 
fe 
po 


的 值 一 一 虽然 不 是 明确 定义 的 数 一 一 作为 复 环 面 C/A 的 一 个 点 有 明确 的 定义 。 
朝 着 理解 这 种 类 型 积分 的 第 一 个 主要 的 步骤 是 Abel 于 1826 年 做 出 的 。Abel 注意 到 ， 
虽然 上 面 单个 积分 是 在 C 上 p= (z,y) 点 的 很 难处 理 的 函数 , 但 是 更 一 般 的 Abel 求 和 


pi 
> 
的 定性 性 质 实际 上 服从 简单 的 可 表达 的 关系 。Abel 证 明 的 一 个 特殊 情形 如 下 : 对 上 述 的 C 


和 w, 以 及 任意 直线 LC P, 设 pi(L),pz(L) 和 ps(L) 表示 二 与 C 的 三 个 交 操 (当然 , 这 些 点 
的 次 序 是 不 确定 的 )。 设 V(Z) 表示 Abel 求 和 


w= 


象 前 面 一 样 ，w(L) 模 掉 w 的 周期 A 后 有 明确 的 定义 。 于 是 , 我 们 得 到 
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Abel 定理 (第 一 种 描述 ): 
yw(L) = 常数 ( 模 信 )。 


证 明 : 证 明 的 现代 方案 出 奇 地 简单 。 我 们 把 少 看 作 从 P? 中 直线 空间 Pz 到 复 环 面 C/A 的 
一 个 映射 


vy :PY — C/A; 
显然 , 它 是 全 纯 的 。 设 z 是 C/A 上 的 欧 氏 坐标 ，dz 是 相应 的 整体 1 形式 ; 那么 , 因为 
五 10( 了 2) 二 五 "0(P2, 01) = 三 0， 所 以 
wdz 三 0， 
并 且 因 此 得 到 泌 是 常数 。 证 毕 


用 同样 的 方法 , 我 们 来 证 明 一 个 小 的 推广 : 再 次 设 C 是 亏 格 为 1 的 曲线 , w e H?(C, 01) 
是 全 纯 微分 , ACC 是 w 的 周期 格子 。 那 么 , 如 果 D= (9) = pi 一 jg; 是 C 上 亚 纯 函 数 
f 的 除 子 , 那么 我 们 得 到 

> w = 0( 模 人 )， 


即 , 存在 从 gq; 到 p; 的 一 个 路 径 a 的 集合 , 使 得 
到 | 一生 


证 明 : 对 入 = [Xo, XesPL 写 出 D、 = (Nof 一 =2Di(A) 一 220(A); 设 


= 开 太 w( 模 人 )。 
于 是 , 多 是 全 纯 映 射 P 一 C/A; 用 与 前 面 同样 的 讨论 , 我 们 得 到 ， 
wdz €e H"(P', Qh)=0 
礼 少 是 常数 , 并 且 因 为 当 Xo 一 0 时 ，{pi( 和 )} 一 {qi( 和 )}, 所 以 我 们 得 到 光 = 0( 模 和 人)。 证 毕 


从 有 关 互 反 公式 的 一 些 初步 知识 , 我 们 可 以 给 出 任意 亏 格 的 Riemann 曲面 的 这 个 Abel 
定理 描述 的 逆 定 理 。 它 与 Riemann-Roch 公式 一 起 得 到 了 研究 代数 曲线 的 基本 工具 。 


现在 , 设 5S 是 亏 格 为 9 的 紧 致 Riemann 曲面 , 并 且 设 6,0y 是 9 中 形成 HH(X,Z) 
的 基 的 1 闭 链 。 我 们 可 以 把 61,…, 62g 取 为 典范 基 , 即 , 使 得 6; 与 640 只 正 向 相交 一 次 , 而 
与 其 它 6; 不 相交 。 在 这 样 的 典范 基 下 , 闭 链 51,… ,6 称 为 4- 闭 链 ，6,41,…,62g 称 为 B- 闭 
链 。 

现在 , 设 wi,… ,wo EW%(S,Q1) 是 5 上 全 纯 1 形式 空间 。 5 的 周期 矩阵 是 g x 2g 和 矩阵 


J 本 几 io 
O 二 


js Wg js,, Wg 
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周期 矩阵 的 ( 转 置 ) 列 矢量 IT = (5 i,… ,js wo) s CI 称 为 周期 ;我们 首先 验证 它们 在 展 上 
是 线性 独立 的 : 如 果 我 们 有 >》 kiIl; = 0, hi € 民 , 那么， 


Su w=0 对 所 有 j 
0 


=> > kil0] a 


Se 


) 


这 是 因为 {wj,@;} 张 开 了 Hba(5); 这 是 不 可 能 的 , 因为 {6} 是 厂 (5,Z) 的 基 。 
于 是 ，2g 个 周期 IL e Cs 在 Co 中 生成 了 一 个 格子 


人 A= {malli 中 M2gA2g, Mi GE Z)}; 


我 们 把 5S 的 Jacobi 和 化 4(5) 定义 为 复 环 面 C9/A。 Jacobi 簇 是 Abel 积 分 的 自然 区 间 : 虽 
然 单 全 纯 微分 w 的 积分 户 w 只 定义 在 模 w 的 29 周期 上 ( 它 与 C 中 一 样 稠密 ), 但 是 , 作为 
Cs 中 模 离 散 格 子 AC Cs 的 矢量 ， 

(/ ,| ») 


有 明确 的 定义 。 因 此 , 选 定 一 个 基点 po s 5, 我 们 有 一 个 自然 映射 


4:5 = £(5), 


AUD) = (人 人 ) 


给 出 。 更 一 般 地 , 如 果 Div"(S) 表示 S 上 次 数 为 0 的 除 子 群 , 那么 , 我 们 把 j : Div"(5) 一 


9 pA pA 
‘EE[ 


为 了 研究 这 个 映射 , 我 们 需要 知道 w 的 周期 之 中 的 一 些 关 系 。 它 们 表示 在 互 反 定律 中 , 现 
在 我 们 来 推导 它们 。 


它 日 


一 互 反 定 律 和 推论 
首先 , 我 们 可 以 假定 ，Riemann 曲面 9 上 的 所 有 闭 链 6; 由 公共 点 so € 9 所 产生 。 于 
是 ，5 的 补 集 是 5 上 的 单 连 通 区 域 A; 边缘 OA 包含 每 个 5 两 次 , 而 且 是 反 向 的 , 见 图 2。 
我 们 要 做 的 是 , 把 亏 格 为 9 的 曲面 的 熟悉 的 拓扑 表示 变 成 有 49 个 边 的 多 边 形 , 其 中 的 边 成 
对 相等 。 
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Figure 2 


现在 , 设 w 是 93 上 全 纯 微 分 , n 是 亚 纯 形式 , 它 的 唯一 的 奇异 性 是 点 se 3 处 的 单 极 
点 。 假 定 7 在 路 径 5; 上 没有 极点 , 设 I 和 Ni’ 分别 表 示 w 和 沿 着 路 径 6 的 周期 。 因 为 
区 域 A; 是 单 连通 的 且 w 是 全 纯 的, 那么 我 们 设 


来 得 到 入 中 的 全 纯 函 数 x, 并 且 w = dr。( 见 图 3。) 注意 , 对 S 上 等 价 的 且 在 6A 上 的 任 
意 一 对 点 pe 6i,p'€ 0. 得 到 


x(o] -rp) = / 


并 且 对 3 上 等 价 的 pe 604i,p € 6rm 有 
np) — rp)= I. 
考虑 A 中 的 亚 纯 1 形式 7 .mm。 由 留 数 定理 , 因为 7 有 唯一 的 一 阶 极点 , 所 以 
| XT: = 2rV -1 > Ress, (Tm) 
OA 


Ed 


SA 和 
2rvT Res/ Wo 
入 50 


另 一 方面 , 通过 考虑 对 应 于 6; 和 0 的 9A 的 配对 边 合 起 来 的 贡献 , 我 们 可 以 明确 计算 出 
OA 周围 +n 的 积分 : 因为 对 S 上 等 价 的 点 pe 5 和 p'e 65", I(p') -II(p) 的 差 是 一 个 常 
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Figure 3 


数 II 所 以 我 们 得 到 ， 


/ te tf 9 not Ni 
5 二 6 6 


类 似 地 ， 
/ Tn = I. Nt, 
55 二 57 
比较 [57 的 这 两 个 表达 式 我 们 得 到 
互 反 定 律 工 


CN 本 
(TENVo9T 这 II9™N’) 一 27rV 一 1 > Ress、 (7) “ / WwW, 
2» 和 


i 二 1 

其 中 , 右边 的 积分 取 在 A 的 内 部 。 

这 在 经 典 上 被 称 为 第 一 和 第 三 类 微分 的 互 反 定律 。 用 经 典 的 术语 来 说 ，Riemann 曲面 
3 的 第 一 类 微分 是 全 纯 1 形式 ; 第 二 类 微分 是 没有 留 数 的 亚 纯 1 形式 , 第 三 类 微分 是 只 有 单 
极点 的 亚 纯 形 式 。 显 然 , 一 个 微分 是 第 一 类 的 , 当 且 仅 当 它 既是 第 二 类 的 又 是 第 三 类 的 ; 不 
久 我 们 将 看 到 , 任意 亚 纯 1 形式 是 第 二 和 第 三 类 微分 的 和 。 后 面 我 们 将 证 明 第 一 和 第 二 类 
微分 的 互 反 定律 。 

在 我 们 可 以 使 用 互 反 定律 之 前 , 我 们 需要 证 明 一 个 类 似 的 结果 , 它 使 得 我 们 可 以 
把 80(5,Q1) 的 基 归 一 化 。 设 w,w 是 5 上 的 两 个 全 纯 1 形式 ，IT? 和 I 分 别 是 它们 
在 6; 周围 的 周期 。 设 入 和 7 如 上 ,并且 考 上 处 形式 x.w 的 9A 周围 的 积分 。 外 微分 为 
do) = 二 dr 人 WwW = 二 ww 并且 因 此 由 Stokes 定律 


/ "0 = [unw, 
DA 


以 及 就 象 互 反 定律 证 明 中 一 样 计算 线 积分 的 值 , 我 们 得 到 ， 
入 可 = ( 王 . IT 二 9 一 IT。 
f* 可 > ( 9 ) 
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特别 是 , 如 果 我 们 取 w' = w, 那么 , 因为 wA 是 正定 的 , 所 以 我 们 得 到 , 对 w 冯 0， 


9 
(x**) 0< V 一 1 上 WA 中 一 V 一 | >_ (TI 一 IT9+TT) 。 
5 i=1 
由 此 得 到 , 4A- 周 期 都 等 于 零 的 任意 全 纯 1 形式 w 必然 恒 等 于 零 , 即 , 周期 矩阵 9 的 第 一 个 


9g x g 子 式 是 非 奇 异 的 。 一 旦 我 们 知道 了 它 , 我 们 可 以 把 80(5, Q1) 的 基 wi,… ,wy 取 作 


/= 对 1 < i,j7 < gy, 
07 


即 , 使 得 周期 矩阵 的 形式 为 
(Zs, 2)。 
这 样 的 及 %(5, Q1) 的 基 称 为 归 一 化 的 。 
我 们 现在 回 到 互 反 定 律 并 且 推导 一 些 结果 。 首 先 , 考虑 7 = w' 是 全 纯 1 形式 的 情况 ; 
把 w' 的 周期 写作 开 :。 因 为 w' 没有 留 数 , 所 以 从 公式 得 到 


9 
Ds II9+:II 外 一 0。 
让 
这 是 周期 中 的 第 一 Riemann 双 线 性 关系 。 特 别 是 , 如 果 w = wi,w = wj 是 归 一 化 基 的 元 
素 , 那么 表达 式 右边 除了 两 项 外 都 等 于 零 , 并 且 我 们 得 到 


1 Wj 一 / Wi 一 0， 
gti 6 


9 十 7 


即 , 上 述 周期 矩阵 的 右边 的 方块 2 是 对 称 的。 注意 , 因为 由 


Cm) = arm=v| w -vc =2.m | Wj 
5 6g+ti 6g+j G6g+i 


给 出 的 0(S,Q1) 上 的 二 次 形式 是 正定 的 , 所 以 2Z 的 虚 部 Im(2) 是 正定 的 ; 这 是 第 二 
Riemamnn 双 线 性 关系 。 总 之 , 这 两 个 Riemann 双 线 性 关系 意味 着 , 对 厅 0(5, 01) 的 归 一 基 ， 
5S 的 周期 矩阵 的 形式 为 


全 人 


Abel 定理 一 一 第 二 种 描述 
象 以 前 一 样 , 设 5 是 亏 格 为 9 的 Riemann 曲面 , D = (pa 一) 是 5 上 次 数 为 0 的 除 
子 , 并 且 考 虑 Abel 求 和 


1(D) = (Ff) EF (0 
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在 g 一 1 的 情况 下 ，Abel 定理 告诉 我 们 , 如 果 D 是 5 上 亚 纯 函数 上 的 除 子 (有 ), 那么 ， 
AL(D) = 0。 不 难 把 这 个 陈述 推广 到 亏 格 为 g 的 情形 : 如 果 D = (有 ), 那么 从 Pi 到 4 (5) 的 
映射 


Vy :No,AN] = HNo0f 一 人)) 
是 全 纯 的 , 并 且 , 由 于 复 环 面 4 (5) 上 的 全 纯 1 形式 dz 在 每 个 点 张 开 余 切 空间 , 所 以 


ww*(dzi) 三 0 过 是 常数 
全 4(D)= (0) =W(oo) = 0。 


反 过 来 , 我 们 现在 将 证 明 , 如 果 D = (ps 一 @) 是 3 上 次 数 为 0 的 任意 除 子 且 
HLD) = 0, 那么 , DD 是 亚 纯 函 数 的 除 子 。 

这 个 问题 首先 看 起 来 很 难 , 但 是 如 果 我 们 把 它 从 关于 亚 纯 函数 存在 性 的 问题 变换 成 
关于 一 定 的 亚 纯 形式 存在 性 的 问题 , 将 变 得 直截了当 了 。 注 意 , 如 果 了 是 亚 纯 函 数 , 满足 
(有 ) = (ps 一), 那么 ,微分 


1 = 1 df 
Ca 27rV 一 1 Le or I 
是 亚 纯 形 式 , 其 极 除 子 为 
(7)w = — (Ze 器 (1) 
A 
b 
Resy, (7) = 元 二， Resa ln) = (2) 


其 中 , 对 不 同 的 六 和 gq, 我 们 现在 写 出 


D= > ap 十 >bigq;; 


fnez. 
yy 


反 过 来 , 如 果 7 是 任意 亚 纯 形 式 , 并 满足 这 三 个 性 质 , 我 们 可 以 设 

flp) = er 
来 得 到 满足 ( 方 = D 的 明确 定义 的 亚 纯 函数 f。 因 此 , 为 了 证 明 Abel 定理 的 逆 定 理 , 我 们 
必须 证 明 , 对 1(D) = 0 的 D= (p、 一 gq 一 入 ,存在 一 个 第 三 类 微分 w, 它 在 5S 一 {p,qs} 上 
全 纯 , 在 p、 处 留 数 为 a, 在 gq、 处 留 数 为 56，、, 并 且 有 所 有 的 整数 周期 。 首 先 , 我 们 要 验证 , 我 
们 至 少 可 以 找到 满足 奇异 性 的 亚 纯 微分 : 
引 理 : 给 定 5S 上 一 个 有 限 点 集 {p、} 和 满足 总 a、 = 0 的 复数 u, 存在 S 上 的 一 个 第 三 类 微 
分 ， 它 在 = {pa} 上 全 纯 ， 并 且 在 pA 处 有 留 数 QAo 
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证 明 : 考虑 S$ 上 的 恰当 层 序列 


0 一 QI 一 QI(>》 py) 一 二 必 一 0。 


ET 


日 Kodaira-Serre 对 偶 , 得 到 


Hi(S, 0!) 兰 万 0(5 0) SC, 


使 得 在 BC， 中 太 0(S, Q1([52p])) 的 像 的 余 维 数 至 多 为 1。 但 是 我 们 已 经 知道 ，S 上 任意 
亚 纯 1 形式 的 留 数 和 等 于 零 ; 因此 ， 厅 o(S, Qi([ 宁 四])) 的 像 被 包含 在 超 平面 ( 冰 w = 0) < 
@C 中 , 从 而 等 于 这 个 超 平面 。 证 毕 
现在 , 象 第 227 页 那样 选择 表示 到 (5,Z) 的 典范 基 的 闭 链 51,…, 652,, 使 得 点 DA, @A 都 不 
处 在 每 个 路 径 8 上 , 并且 设 内 ,wy 是 H0(S, Q1) 关于 {5,…,62s} 的 归 一 基 。 由 引 理 ， 
存在 一 个 第 三 类 微分 , 其 留 数 在 p 处 为 ay/(2rV=D), 在 qs 处 为 奴 /(2xV-7); 任意 两 个 这 
样 的 形式 差 一 个 8 上 的 全 纯 形式 , 并 且 因 此 存在 一 个 唯一 这 样 的 形式 n), 使 得 A- 周 期 为 


Ni= / "=0 i=1,...,g。 
6 


现在 , 问题 是 改变 n, 使 得 它 的 所 有 B- 周 期 是 整数 ; 显然 , 在 不 影响 7 的 奇异 性 和 它 的 
A- 周 期 的 整数 性 下 , 我 们 只 通过 附加 上 形式 w 的 整数 线性 组 合 来 进行 。 为 了 弄 清 楚 是 不 是 
可 以 , 我 们 通过 互 反 定律 得 到 7 的 B- 周 期 : 因为 对 i= 1,…,g, 有 = 0, 所以, 对 每 个 5 
和 从 qs 到 pa 的 茶 些 选择 的 路 径 cx, 我 们 得 到 


pA Q 和 
JV9T 一 > “+ Dn/ LUi 
入 po 入 po 


pa 
> (Wio 
和 9 入 


现在 , 我 们 在 本 质 上 已 经 做 完了 。 由 假设 ， 


-区 人 人 


即 , 存在 一 个 闭 链 


使 得 对 每 个 i, 有 


并 且 因 此 


Riemann 曲面 和 代数 曲线 : Abel 定理 211 


9 
/ 
1 = DMmornke 
k=1 


于 是 , 由 Riemann 的 第 一 双 线 性 关系 ，7 的 周期 N 由 下 式 给 出 : 


i ; 
NS 二 他 放生 二 


/9 十 ? 3 
N93 = N99™— mo | Wh 
总 


因此 , 允 有 所 有 的 整数 周期 , 并 且 对 f(p) = exp(2rV 开 上 太 力 , 有 忆 = ( 力 。 总 之 , 我们 已 
经 证 明了 


Abel 定理 (第 二 种 描述 ): 给 定 DD = 》 (p、 一 gq、) E Div(5) 和 5 上 全 纯 工 形式 空间 的 一 组 基 
wwo 那么, 对 某 些 S$ 上 的 亚 纯 函 数 f，D = (月 当 且 仅 当 


Ef) =0(A) 


用 形象 的 语言 来 说 : 回想 Pice%(S) 是 5S 上 次 数 为 0 的 除 子 群 模 线性 等 价 , 映射 


1: Divo (8) 一 £ (8) 


进行 分 解 , 得 到 了 一 个 单 射 &: Pic”(S) 一 (9)。 


Jacobi 反 演 


上 面 Abel 定理 的 第 二 种 描述 提出 了 我 们 的 下 一 个 问题 : 由 Abel 求 和 给 出 的 映射 
:Div"(5) 一 (5) 是 不 是 满 射 ; 或 者 换 句 话说, i 前 导 映 射 Pic (5) 一 和 (5) 是 不 是 同 
构 ? Jacobi 反 演 定理 断言 , 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 , 并 且 它 实际 上 告诉 我 们 , 通过 维 数 计 
算 就 得 到 我 们 提 到 的 结果 。 
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定理 (Jacobi 反 演 ): 给 定 亏 格 为 g 的 曲线 S，po E 3 并 且 wi ,wy 是 万 0(5,00) 的 基 , 那 
么 , 对 任意 入 E (5), 我 们 可 以 找到 9 个 点 Di ,py E 9, 使 得 


(*) H (Fo -0 = 六 


四 


即 ， 对 任意 矢量 AE C9, 我 们 可 以 找到 pl ,py 和 从 po 到 pi 的 路 径 ui, 使 得 对 所 有 的 小 


有 
5 一 入 j。 
还 有 , 对 一 般 的 入 E C9, 除 子 pi 是 唯一 的 。 


证 明 : 现在 , 我 们 只 证 明 结 果 ; 在 本 章 第 七 节 , 在 引入 Riemann theta 函数 后 , 我 们 将 看 到 怎 
样 直接 解 方程 (x)。 
首先 , 设 5 四 表示 5S 上 次 数 为 dg 的 有 效 除 子 集合 , 即 5S 上 点 {pi1,… ,pa} 的 无 序 d 元 组 
的 集合 , 这 些 点 可 以 相同 。 S( 是 5 的 d 重 乘积 54 = s x 5x.……x5 与 被 d 个 元 素 上 的 对 
称 群 >), 作用 ad 次 后 的 它 本 映 这 二 者 的 商 ; 同样 , 它 从 54 继承 了 拓扑 空 间 的 吉 构 。 实 际 上 ， 
影 映 射 T: 84 一 5 把 复 流 形 结构 赋予 了 349: 对 一 个 点 DD 一 pi E59, 设 如是 5 中 
pi 的 邻 域 0; 中 的 局 域 坐标 , 其 中 , 对 p; 关 pj; 我 们 取 Ui NU; = 0, 对 pi; = p;, 在 车 U; 二 U; 中 
取 z= zj。 于 是 , 如 果 我 们 设 cl, ,04 表示 初等 对 称 函数 , 那么 ， 由 代数 基本 定理 映射 


> 0i (01{%i(9i)},.…: ,0a{zi(qi)}) 


fr( XxX… Xx Ua) C SW 上 的 一 个 坐标 卡 。 注 意 , 在 分 支 轨迹 以 外 , 映射 r 是 一 个 覆盖 
映射 , 并 且 我 们 可 以 在 S@ 上 取 坐 标 为 (zi(p1),… ,za(pa))。 在 男 一 端 , 在 点 dp 周围 , 局 
域 坐标 为 


(2 十 :十 2 
紧 致 复 流 形 5 称 为 5 的 d 次 对 称 积 。( 验 证 一 下 ，P1W 一 到。) 固定 一 个 基点 po e S, 有 
= 
i: 5 一 Div0(S)， 


它 日 


> pm > _(D — po) 


给 出 , 并 且 相 应 地 有 全 纯 映 射 
uD:SY — (5) 


a 


在 这 种 情形 下 , Jacobi 反 演 定理 断言 , 对 亏 格 为 g 的 5, 映射 WO 是 满 射 , 并 且 一 般 是 一 一 
对 应 的 。 
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现在 , 设 D = 六 7 是 所 有 7 都 不 同 的 5S9) 的 点 ，%% 是 pi 为 中 心 的 5 上 的 局 域 坐 标 ， 
(Zz1,…,%g) 是 DD 附近 SL) 上 的 相应 坐标 。 对 DD 附近 的 D' = 》 zi 通过 运算 得 到 ， 


站 wD) = 二 ( 广 ) 


其 中 , 我 们 把 w/qz 写作 h(z), 使 得 w = h(z)dz。 因 此 , 映射 W9 在 DD 附近 的 Jacobi 和 矩阵 为 


wi/dz1 :*: wi/dzy 


wo/dz1 *** wa/dzy 


(这 是 一 个 基本 结果 。) 我 们 注意 到 , 局 域 坐标 zz 的 变化 等 于 第 ; 列 乘 上 一 个 非 零 因子 , 但 
是 这 不 影响 4 (1 中 ) 的 秩 。 
我 们 可 以 选择 pi, 使 得 w(pi) 对 0, 并 且 因 此 从 wo,… ,ws 中 减 去 一 个 wi 的 倍数 , 这 
样 , 我 们 可 以 重新 安排 , 使 得 wo(p1) = … = wy(p1) = 0。 接 着 , 我 们 可 以 选择 ps, 使 得 
w2(p2) 天 0, 并 且 象 前 面 一 样 重 新 安排 使 得 wa(p2) = …: = wo(p2) = 0。 这 样 继续 下 去 , DD 
处 的 Jacobi 矩阵 就 变 成 三 角 和 矩阵 了 , 其 对 角 线 以 下 都 是 零 , 对 角 线 以 上 都 不 是 零 , 并 且 因此 
在 DD 处 有 的 最 大 秩 。 
因此 , 映射 we) 不 是 处 处 奇异 的 , 并 且 由 于 这 个 结果 , Jacobi 反 演 定理 得 到 : 如 果 
| 也 (有) 半 0, 那么 , 紧 致 连通 的 同 维 数 复 流 形 之 间 的 任意 全 纯 映 射 f: M 一 N 是 满 射 。 人 
真 映 射 定 理 立 即 得 到 : f(M) CN 是 一 个 解析 子 簇 , 并 且 包含 一 个 开 集 , 因此 f(M) = 
对 更 基本 的 讨论 , 设 wx 是 N 上 的 体积 形式 。 因 为 了 是 保持 定向 的 且 | (六 | 和 0， 


人 rw>0， 


H™(N — {gq},R)=0, 


另 一 方面 , 对 任意 g € N, 我 们 得 到 


因此 , 对 某 些 pe 42"-1(N 一 {q}), 在 N 一 {q} 中 有 


VN = dp。 


f rw-f op-0 
产生 矛盾 。 


a 的 问题 是 ，j(9 一 般 是 一 对 一 的 。 但 它 很 明显 : 由 Abel 定理 , 任意 
点 入 Ee 8(S) 上 jp) 的 纤维 由 线性 en 于 任意 除 子 D e wp) (和) 的 有 效 除 子 集合 |D| 组 


因此 , 如 末 g qf(M), 那么 ， 
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成 , 这 是 一 个 射影 空间 。 另 一 方面 , 由 维 数 分 析 ，Ht2) 的 一 般 纤 维 是 0 维 的 ; 所 以 (9 的 纤 
维 是 一 个 点 。( 映 射 KW9) 是 双 有 理 映射 的 一 个 例子 ; 我 们 将 在 第 四 章 详细 讨论 它 。) “证 毕 
注意 , 作为 Jacobi 反 演 定理 的 一 个 推论 , 我 们 得 到 , 亏 格 为 g 的 Riemann 曲面 上 , 次 数 
> 9 的 每 个 除 子 线性 等 价 于 一 个 有 效 除 子 。 
特别 考虑 亏 格 为 1 的 Riemann 曲面 的 情形 。 那 么 ，_Z (5) = C/A, 并 且 映 射 四 直接 


p 
ppm WwW 
po 


给 出 , 其 中 ，w 是 H0(5, Q1) 的 生成 元 。 由 Abel 定理 , 只 有 当 在 S$ 上 存在 一 个 亚 纯 函数 f 
且 ( 有 )=(p 一 po) 一 (p' 一 po) ==p 一 p 时 , 有 4(p) = AD); 因为 我 们 已 经 知道 ,在 S 上 不 存 
在 只 有 一 个 单 极 点 的 亚 纯 函数 , 所 以 映射 ut 是 单 射 。 由 Jacobi 反 演 定 理 , 映射 也 是 满 射 ， 
并 且 因 此 我 们 得 到 同 构 


AC 
即 , 对 某 些 格子 人 A C C, 每 个 亏 格 为 1 的 Riemanmn 曲面 的 形式 为 C/A。 
因此 我 们 得 到 了 基本 的 结果 : P? 中 非 奇 异 的 三 次 曲线 与 复 平 面 中 适当 格子 A 的 紧 致 
Riemann 曲面 C/A 是 一 样 的 。 因 此 , 每 个 这 样 的 曲线 C 有 一 个 群 结构 ; 我 们 将 主要 讨论 


mr 


已 


首先 , 回想 一 下 , 在 前 节 的 结尾 , 我 们 在 亏 格 为 1 的 Riemann 曲面 C 上 构造 了 亚 纯 函 
数 请 入 ,在 基点 po e C 处 , 它们 分 别 有 二 重 和 三 重 极点 , 在 其 它 处 是 全 纯 的 。 我 们 选择 
玉 和 严 适 当 在 po 周围 的 局 域 坐标 > 下 ， 


F(w) = te [| 
和 
Po) = 误 二 四 | 
并 且 ， 
dF = FF.w, 


其 中 ，w 是 C 上 非 零 的 整体 全 纯 1 形式 。 现 在 , 我 们 可 以 把 C 表示 为 复 环 面 C/A; 设 
2 是 C 上 的 欧 氏 坐标 , 满足 w = dz。 那 么 , 函数 所 是 Weierstrass 儿 函数 ; 它 的 微 商 
(0/0z) 儿 = -2 及 表示 为 2。 注意, 在 po 周围 罗 的 Laurent 级 数 不 包 含 奇 次 项 , 这 是 因 
为 如 果 那 样 ，2(z) 一 夕 (--z) 将 是 C 上 非常 数 的 全 纯 函 数 。 因 此 得 到 ， 


22(z) = 翅 F az 十 52 十 [6]， 
H(z) = - H 2az + 40z 十 [5], 
1 3a 
F(z = se | 5 F 32 十 [2]， 
4 8a 
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C/A 


Figure 4 


全 


日 此 我 们 可 以 推导 出 ， 匈 和 F' 满足 下 列 关系 : 
FIA4. D3 Na. DF -28 


为 了 方便 , 把 20a 写作 go, 把 285 写作 gs。 
现在 , 由 


2 [1, F(z2), F(z)) 


给 出 的 全 纯 映 射 
Vv:C/A PF 


把 C/A 和 侍 入 为 多 项 式 f(x,y) = 信 一 4z3 十 go:X 十 93 的 轨迹 。C = C/A 上 的 微分 w= dz 


是 Poincaré 留 数 
“RP ) dr dz 
f(zx,Yy) Of /Oy vy 


并 且 少 的 逆 是 Abel 积分 | 
i / 虹 ” 模 周期 
也 


0 


其 中 , 在 此 情形 下 我 们 取 po = w(0) = [0,0,1] € P2。 如 果 pi,p2,p3 EC 且 %,22,23 EC 是 
C/A 中 的 相应 点 , 那么 ，Abel 定理 等 于 说 


刀 十 加 十 加 三 0( 和 ) 全 (3p0 一 Pi 一 pz 一 p3) ~ 0， 
即 , 在 C 上 存在 一 个 亚 纯 函数 , 它 在 po 点 有 一 个 三 重 极点 , 而 p1,p2,ps 是 三 个 零点 。 为 此 ， 
设 A(zx,y) = az 十 by 十 Cc 是 中 连接 pi,po 的 直线 工 的 方程 , 并 且 用 zw 表示 工 与 C 的 第 
三 个 交点 (图 4)。 那 么 , 因为 无 穷 远 处 的 直线 与 C 相交 于 除 子 3po, 所 以 A( 儿 (z), F(z)) 是 
C=C/A 上 的 亚 纯 函 数 , 其 除 子 为 mi 十 pa 十 以 一 3po。 因 此 ，z ~ ps, 并 且 p' = ps。 总 之 : 


(*) 和 十 22 十 和 三 0(A) 今 D1 Da2,D3 共 线 。 
设 Pi = [1, 儿 (名 ), 久 (zi)]， 我 们 可 以 把 (*) 重新 写作 下 列 形式 : 


(x**) 二 0 全 加 十 如 十 23 三 0(A)。 
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这 个 美妙 的 关系 可 以 最 终 用 几 种 等 价 的 方法 来 解释 。 一 个 就 是 著名 的 椭圆 函数 的 加 法 定 
理 , 它 把 ZB(-z1 一 2z2) = 钨 (2 十 2 加) 和 D(z) = -F(z+22) 用 D(z), FD (22), D(z1) 
和 FY'( 纪 ) 的 有 理 函 数 的 方式 表示 出 来 。 另 外 , 通过 用 (xx) 指定 的 直线 来 构造 , 我 们 可 以 在 
几何 上 给 出 三 次 曲线 C 的 群 结 构 。 在 任何 情况 下 , 由 Abel 定理 得 到 的 椭圆 积分 的 反 演 和 
平面 中 三 次 曲线 的 相应 理论 在 代数 几何 这 个 课题 中 都 占据 特殊 的 和 谐 而 深奥 的 位 置 。 


3. 曲线 的 线性 系 


互 反 定律 II 

设 5 是 亏 格 为 9 的 紧 致 Riemann 曲面 , w 是 5S 上 整体 全 纯 1 形式 ,wn 是 第 二 类 微分 ， 
即 , 没有 留 数 的 整体 亚 纯 1 形式 。 就 象 在 第 一 互 反 定律 中 一 样 , 我 们 想 把 w 和 7 的 周期 联 
系 到 7 的 奇异 性 上 。 因 为 这 些 奇 异性 不 能 被 内 在 定义 的 留 数 所 描述 , 所 以 我 们 在 7 的 每 个 
奇异 点 p 周围 选择 一 个 局 域 坐标 z, 并 且 写 作 


n(2) = (on2 "+ 二 0 + QZ 二 +.…)dz, 


(DB + z+ +)dzo 


w(z) 


注意 , 就 象 前 面 定义 的 一 样 , a?| = Res,(7) = 0 且 0(p) = (w/dz)(p)。 

现在 , 设 0 ,0 是 5S 上 表示 到 (5,Z) 的 典范 基 的 闭 链 , 除了 在 公共 基点 so E 5 外 
不 相交 , 并 且 不 包含 7 的 任意 奇异 点 ; 设 王 和 Ni' 表示 沿 着 6; 的 w 和 7 的 周期 。 象 前 面 一 
样 ， 人 = 5 一 U6; 是 单 连通 的 , 并 且 , 为 了 得 到 和 A 上 满足 dr = w 的 全 纯 函 数 fr, 我 们 可 以 设 


考虑 A 上 的 亚 纯 微分 .nm; 因为 了 在 弧 5 上 是 光滑 的 , 所 以 xn 沿 着 和 的 边缘 的 积分 有 
明确 的 定义 , 并 且 , 通过 与 第 一 互 反 定律 同样 的 讨论 得 到 


9 


tr:n= > (TN — TIMN’), 
fr"=» 


i 二 1 


另 一 方面 , 在 如 上 局 域 坐 标 为 z 的 7 的 奇异 点 p 附近 , 有 


1 ,2 1 , 3 
T(2) = | w+Bez 十 二 的 22 十 二 村 23 十 .…， 
30 2 3 


h rn= 2 TD Re = 2rV-1D > 和 | 


j=2 


因此 , 我 们 得 到 , 第 一 和 第 二 类 微分 的 互 反 定律 为 


SN — TTN') =2rV-1 
p,] 


i 二 1 


p . 
aj 2 
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所 述 的 这 两 个 互 反 定律 只 是 我 们 在 曲线 的 讨论 中 所 要 用 到 的 。 但 是 应 该 指出 , 多 花 一 
点 力气 就 可 以 用 同样 的 方法 得 到 更 一 般 的 定律 。 例 如 , 在 给 出 的 两 个 公式 的 任 一 个 中 , 我 
们 可 以 把 w 取 作 第 二 类 微分 : 那么 , 函数 


是 亚 纯 函 数 , 但 仍然 有 明确 的 定义 , 并 且 , 再 一 次 我 们 得 到 
S(TNT ITN’) = 2rV -1 >_ Resp(7 :nn). 


了 


类 似 地 , 如 果 我 们 从 区 间 人 切 去 一 些 弧 , 就 可 以 证 明 一 对 第 三 类 微分 的 互 反 定律 。 我 们 不 
再 推导 这 些 公式 一 一 到 现在 为 止 , 一 般 的 公式 是 显而易见 的 一 一 但 是 我 们 只 讨论 类 似 得 到 
的 一 个 非常 美妙 的 结 
定理 (Weil): 设 f,g 是 紧 致 Riemann 曲面 上 的 亚 纯 函数 , 且 (有 与 (9) 不 相交 。 那 么 ， 

] TAGo" 2 = | ro 


pES pES 


证 明 : 设 0 ,bp 和 人 A 如 上 所 述 。 设 {pi} 表示 (了 ) 的 文集 ，{qi} 表示 (9) 的 文集 , 并 
且 画 出 从 so 到 p; 的 光滑 弧 ai, 除了 在 它们 的 公共 基点 so 之 外 它们 不 相交 , 并 且 不 包 
含 任何 {qi;} 的 点 。 设 A' 是 A 中 弧 au 的 补 集 A' 可 以 再 次 看 作 一 个 多 边 形 , 其 边 为 
gi 07 07 ;QisQ7 ，"…, 如 图 5 所 画 。 因 为 A' 是 单 连通 的 , 并 且 f 是 入 ' 中 的 非 


零 全 纯 函 数 , 所 以 我 们 可 以 选择 A' 中 函数 log f 的 一 个 单 分 支 ; 我 们 讨论 A' 中 的 亚 纯 微分 


d 
p=logf .dlogg =logf.— 


首先 , 因为 在 每 个 g; 处 ，dg/g 是 留 数 为 ordv (9) 的 单 极 点 , 所 以 , 由 留 数 定理 我 们 得 到 ， 


fe 
DA/ 


27V 一 1 >， Resv (oO) 
qi 
= 2rV-1> ordu(9q) .log f(g). 
Qi 
现在 , 对 5S 上 等 价 的 6A’ 上 的 点 pe 6,p e 06071, 有 


log f(p) = log f (p) + dlogf, 


gti 


人 三 LU/ a108g) (~/ eet) ， 


并 且 因此 得 到 
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= 
~ 


-1 
Ogti 


5 061 
Figure 5 


和 类 似 得 到 


,| (六 二 dlogg (fas7) 
65+i 十 67 6o+; bi 


9 


我 们 还 知道 , 对 S$ 上 等 价 的 OA' 上 的 点 pe oi,p Earl 有 


log fo ) — log f(p) = —2rV—1. ordy,(f), 


并 且 因此 得 到 
) p=2rv=TodnCD | dlog g。 
ai 二 oa 本 1l 


5S0 


因此 ， 


1 a 2rV 一 1 0 ordp,(f) * (log g(pi) 一 log g(s0))) 
” 莹 区 病 J hn 
这 是 因为 , ordy,(f) = 0。 总 之 , 我 们 得 到 ， 
2rV -I (Dords (9g) log f(g) — Dordy,(f) logg(p)) 


2 一 工 


(Co 人 om-Cem 人 ee 
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但 是 ，f; dlog f 总 是 2xV-l 的 一 个 积分 因子 ; 因此 上 面 右边 的 项 是 (2xV-1)? 的 一 个 
积分 因子 ， 并 且 我 们 得 到 


> orde(9) -log f(gq;) — >》_ordp,(f ) :log g(pi) €E 2rV 一 1Z。 
指数 化 后 我 们 得 到 想 要 的 结果 : 


I Fa ) od (9) -so ordpitf 


证 毕 
Riemann-Roch 定理 


作为 线性 系 讨论 起 点 的 自然 问题 是 : 给 定 亏 格 为 9 的 Riemann 曲面 5 上 的 除 子 忆 , 确 
定 (5S, CO(D)) 的 维 数 , 即 满足 


( 户 十 万 >0 


的 亚 纯 函数 了 的 数目 。 

我 们 首先 对 S 上 次 数 为 d 的 有 效 除 子 D = jps 来 解答 。 我 们 将 进一步 假定 点 p、 
是 不 同 的 一 一 在 D 有 多 重点 的 情况 下 , 在 下 面 的 计算 中 ,唯一 的 差别 是 更 多 麻烦 的 概念 而 
已 。 


ee 所 以 当 用 微分 表示 时 , 问题 变 得 容易 处 理 。 现 在 , 如 果 fe .NM(5) 满 
足 ( 有 十 D 之 0, 那么 ,df 是 5S 上 的 亚 纯 函 数 , 它 在 3 一 {p} 上 全 纯 , 且 没 有 周期 性 , 没有 
留 数 ， 二 DA 处 有 一 个 次 数 < 2 的 极点 。 反 过 来 , 给 定 任意 这 样 的 微分 m, 亚 纯 函数 


有 明确 的 定义 , 并 且 满 足 (万 十 万 >0。 因 为 of = df 合 f= 了 十 入, 入 EC, 所 以 我 们 得 到 ， 
五 %(S, CG(D)) 的 维 数 比 第 二 类 微分 的 矢量 空间 的 维 数 大 1, 这 个 第 二 类 微分 在 没有 周期 的 
5S 一 {ps} 上 全 纯 , 且 在 pi 处 有 次 数 < 2 的 极点 。 

日 Kodaira 消 没 定理 , 对 任意 pe 5, 有 


EE, 


H'(S, 0 (p)) =0, 


并 且 因 此 从 恰当 序列 
0 一 QID) 一 QI1(02p) 一 Cn 一 0 


我 们 得 到 , 在 S$ 上 存在 一 个 亚 纯 形式 , 它 在 5S - {p、} 上 全 纯 , 并 且 在 p 处 有 一 个 双重 极点 ; 
显然 , 这 个 形式 不 能 有 任何 留 数 。 因 此 , 如 果 我 们 设 z 为 点 ps 周围 的 局 域 坐标 , 那么 , 对 
任意 复数 序列 a1,…, ag, 存在 一 个 3 上 的 亚 纯 1 形式 mo, 它 在 S 一 {ps} 上 全 纯 , 并 且 在 也 
处 有 主 部 


ma(2) = (a zx + [0]) dz。 
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因为 任意 两 个 这 样 的 形式 差 一 个 S$ 上 的 全 纯 1 形式, 所以, 我们 进一步 得 到 , 存在 唯一 一 个 
所 有 4- 周 期 为 零 的 这 样 的 微分 pa。 设 W 兰 C4 表示 这 样 的 形式 的 矢量 空间 , 并 且 考 虑 通 
过 5 的 B- 财 链 上 的 积分 


得 到 的 线性 映射 
vb: 一 Cs9。 
显然 ,上面 的 矢量 空间 V 就 是 映射 的 核 。 
为 了 明确 地 描写 多 , 设 wi,… ,wy 是 有 HW(5,Q1) 的 归 一 化 基 。 由 第 一 和 第 二 类 微分 的 互 
反 定 律 得 到 ， 


{=D (oad) (mn), 


yt 


即 , 映射 区 由 下 列 矩 阵 给 出 : 


(1/ dz)(p1) 7 (Wi/dza) (pa) 


(wo/ dz1)(p1) + (wo/dza)(pa) 


现在 , 在 这 个 矩阵 的 行 矢量 之 中 独立 关系 的 数目 就 是 对 所 有 入 在 p 处 等 于 零 的 线性 独 
立 的 全 纯 微 分 的 数目 , 即 ，H%(5, 0Q1(-D)) 的 维 数 。 因 此 ， 


h(D) = dim(kery)+1 
d—rankvy+l 
= d—g+h(K—D)+1。 


这 就 是 经 典 的 Riemann-Roch 公式 。 
我 们 已 经 证 明了 有 效 除 子 的 Riemann-Roch 定理 , 并 且 因 此 证 明了 次 数 > 9 的 所 有 除 
子 的 Riemann-Roch 定理 。 对 次 数 < g 一 2 的 一 般 除 子 D, 我 们 把 公式 应 用 到 K 一 DD 得 到 ， 


h(K-D) = (29—-2—4d)—-g+1+n(D) 
> MD)=d-gt+1+h(K —D). 


最 后 , 如 果 degD = g 一 1 并 有 旦 DD 或 K 一 DD 都 不 线性 等 价 于 有 效 除 子 , 那么 ，h0(D) = 
站 (天 一 D) = 0, 并 且 公 式 再 次 成 立 。 

Riemann-Roch 公式 直接 给 出 了 线性 系 性 质 的 图 像 : 对 次 数 为 d 的 一 般 有 效 线性 系 
万 = 4_ px 矩阵 ((wi/dz)(ps)) 有 最 大 秩 , 并 且 因 此 对 5S(9 中 解析 子 簇 外 的 DD, 得 到 


hn (D) = 二 d < Jg, 
| dg+l, d>g。 
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满足 ho(K 一 DD) 关 0 的 有 效 除 子 D 称 为 特殊 的 ; 如 果 一 个 特殊 除 子 的 伴随 线性 系 比 同 
次 数 的 一 般 除 子 的 线性 系 大 一 一 即 满足 ho(K 一 D) > g 一 d, 那么 , 它 称 为 非 正 则 的 。 如 果 
线性 系 的 个 别 除 子 是 特殊 的 或 非 正则 的 , 那么 它 称 为 特殊 的 或 非 正 则 的 。 

在 这 里 应 该 提 一 下 ，Riemann-Roch 定理 可 以 用 层 论 方法 来 证 明 。 一 般 地 ,如 果 
瑟 一 M 是 紧 致 复 流 形 M 上 的 全 纯 矢 量 丛 , 那么 , 我 们 可 以 把 瓦 的 全 纯 Buler 示 性 数 定义 
为 


X(E)= > (DPCM CCB); 
我 们 通常 把 平庸 线 丛 的 全 纯 Euler 示 性 数 写 作 x(Ow), 即 ， 


X(Ou) = >_(-1)Ph?(M). 
现在 , 对 Riemann 曲面 9 上 的 线 从 二, 由 Kodaira-Serre 对 偶 , 我 们 得 到 ， 


x(L) = pO(S, CC) 一 号 (9C(D) 
= hn(L) -AK-L) 
WO) Ms) 
= 1— 小， 
并 且 因 此 Riemann-Roch 公式 可 以 简单 地 写作 
X(D) =X(Cs) 二 ca()。 
为 了 证 明 这 种 形式 的 Riemann-Roch 公式 , 我 们 注意 到 , 对 平庸 从 这 是 显然 成 立 的 , 并 
且 证 明 当 且 仅 当 它 对 = [D 十 p| 和 ZL” = [D 一 p| (pe€ 5 是 任意 点 ) 也 成 立时 , 它 对 任意 
= [D] 成 立 。 容 易 得 到 : 恰当 层 序列 


0 一 CD) 一 CD+D) 一 Cn 一 0 


给 出 了 恰当 上 同调 序列 
0 一 H°(S,6(D)) — H°(S, O(D + 7p)) 
— C,— H!(S, 6(D)) —» H!(S, 6(D +7p)) — 0, 
并 且 因 为 恰当 序列 中 矢量 空间 的 其 它 维 数 和 等 于 零 , 所 以 这 表明 ， 
xX(lD |) 二 (DD) Ls 
证 毕 
虽然 Riemann-Roch 公式 的 这 种 描述 不 如 第 一 种 明确 , 但 是 它 为 推广 到 高 维 指出 了 方 


法 。 普 遍 成 立 的 主要 结果 是 : 紧 致 复 流 形 上 矢量 从 巨  M 的 全 纯 Euler 示 性 数 是 已 和 M 
的 拓扑 不 变量 。 用 这 些 方法 , 经 典 Riemann_Roch 公式 的 本 质 是 对 偶 语 (D) = ja( 开 站)。 
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典范 曲线 


设 9 是 亏 格 >2 的 紧 致 Riemann 曲面 , K 是 S 上 的 典 
性 系 |K| 没 有 基点 : 如 果 pe 5 在 |K| 的 基点 中 , 那么 我 们 


范 从 。 我 们 立即 注意 到 , 完备 线 
各 得 到 


(KK=p)=M(K)= 9 


并 且 因 此 由 Riemann-Roch 公式 得 到 


ho(p) = deg(p)— 9+1+h(K—p)=1-g+1+g=2, 


即 , 在 3 上 将 存在 非常 数 的 亚 纯 函 数 , 它 在 5 一 {p} 上 全 纯 , 并 且 在 p 处 只 有 一 个 单 极点 ， 
因此 ，5 双全 纯 映射 到 P!。 所 以 , 线 从 给 出 一 个 映射 


Lk : S 一 p91! 
也 全 [wi1(p),**…* ,wo(p)], 


其 中 ,wi,…,ws 是 HO(S,01) 的 一 个 基 。 wx 称 为 8 的 典范 映射 ，x(S) C Pe! 称 为 3 的 
典范 曲线。 

现在 , 如 果 对 任意 点 p,q € 5, 映射 cx 是 一 对 一 的 , 那么 , 我 们 可 以 找到 满足 (p) = 
0,w(@) #0 的 we HI(S,Q1); 如 果 对 任意 pe 8, 存在 在 处 正好 到 一 阶 等 于 零 的 w 那么 
这 个 映射 是 一 个 混入 。 因 此 ，wx 是 一 个 嵌入 , 当 且 仅 当 对 任意 点 p,q( 不 必 不 同 )， 


h(K-p-q <h(K-p)=9-1。 


Er 


日 Riemann-Roch 公式 得 到 ， 


MP(K—p—g)=9—-3+h (p+ 9g), 


并 且 因 此 得 到 
ho((K—-p—g) < (KP 人 SSOPp+q)= 1 
因此 , 当 且 仅 当 在 3S 上 存在 只 有 两 个 极点 的 亚 纯 函 数 时 , 即 , 如 果 5 可 以 表示 为 Pl 的 一 
个 双 叶 分 支 履 盖 时 ， 必 不 能 是 一 个 详 入 。 这 样 的 Riemann 曲面 称 为 超 椭 圆 的 。 超 椭圆 
Riemann 曲面 形成 亏 格 为 9 的 所 有 曲线 集合 的 一 个 重要 子 集 , 其 性 质 与 一 般 Riemann 曲 
面 的 性 质 通常 差别 很 大 。 我 们 随后 在 本 节 中 详细 讨论 它们 ; 现在 , 我 们 只 告诉 读者 , 亏 格 
9 之 3 的“ 一般 ”Riemann 曲面 的 确 是 非 超 椭圆 的 。 
注意 , 如 果 工 一 5 是 次 数 为 29 一 2 的 任意 线 从 , 那么 , 由 Riemann-Roch 公式 得 到 


0 如 果 D 六 ， 


0 ss 一 
We 如 果 D = KK; 


如 果 DD 关 ,那么 我 们 得 到 h0°(D) = g 一 1。 这 表明 : 如 果 5 C P91 是 任意 亏 格 为 g 次 数 
为 29 一 2 的 非 退 化 曲线 , 那么 5S 是 一 条 典范 曲线 。 
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Riemann 曲面 的 典范 曲线 是 由 3 内 缠 地 定义 , 这 样 的 结果 得 出 许多 重要 的 性 质 , 并 且 
因此 作为 一 个 普遍 的 定律 有 : 典范 曲线 的 任意 射影 不 变量 反映 了 5 的 内 在 结构 。 当 我 们 讨 
论 Weierstrass 点 和 再 次 讨论 Torelli 定理 时 , 将 用 到 这 个 原理 。 

我 们 可 以 把 Riemann-Roch 公式 用 典范 曲线 的 几何 来 重新 表述 : 对 Riemann 曲面 上 
的 任意 除 子 D = 六 Pi，ja(K 一 D) 就 是 了 -1 中 包含 点 wk(pi) 的 超 平面 的 数目 , 并 且 因此 
ho(DD) 的 维 数 等 于 D 的 次 数 减 去 由 典范 曲线 上 点 p; 张 开 的 线性 空间 的 维 数 。 当 然 , 在 这 里 
我 们 把 D 中 多 重度 为 @; 的 点 pi; 的 “线性 张 开 ” 取 为 pi 以 及 典范 映射 前 w 一 1 个 微 商 的 张 
开 。 最 后 , 因为 C 上 a 个 点 的 线性 张 开 的 维 数 就 是 d 一 1 再 减 去 这 些 点 上 线性 独立 关系 的 
数目 , 所 以 我 们 得 到 Riemann-Roch 公式 的 几何 描述 : 


包含 除 子 D = 》 Pi 的 完备 线性 系 的 维 数 7 等 于 典范 曲线 上 点 Pi 上 线性 独立 关系 的 数 


YE 
党 西 
Le] 


万 的 点 正好 张 开 了 一 个 (d 一 7 一 1) 维 平面 。 


的 确 , 在 这 种 几何 形式 中 , Riemann_Roch 公式 可 以 非常 简单 地 被 证 明 。 首 先 , 我 们 证 
明 不 等 式 


(*) dimD < (d—1)— dim|D|。 


证 明 : 假设 D = pi 在 7 维 线性 系 中 变化 ; 即 , 在 5S 上 存在 7 十 1 个 独立 的 亚 纯 函数 
A 满足 ， 
(f)+D>0. 


我 们 可 以 取 fo = 1; 于 是 , 没有 函数 六 .六 的 非 平庸 线性 组 合 使 得 组 合 是 全 纯 的 。 等 价 
地 , 如 果 ;是 中 心 在 p; 周围 的 S 上 的 局 域 坐标 , 并 且 我 们 写 出 


fu(%i) = aviz%i +, 


那么 , 矩阵 


的 最 大 秩 为 >。 现在 , 如 果 w 是 9 上 任意 全 纯 1 形式 , 那么 , 由 留 数 独立 , 对 每 个 > 有 
0 = >》 Resp,(fuw) 


它 在 典范 曲线 上 的 点 p; 上 给 出 了 7 个 线性 独立 的 关系 , 因此 得 到 了 不 等 式 (*)。 
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通过 把 (*) 应 用 到 D 的 留 数 数列 天 一 D, 现在 我 们 可 以 证 明 相 反 的 不 等 式 。 假 设 在 典 
范 曲 线 上 有 


dim 万 ==w 一 ss 一 1。 
那么 , 包含 DD 的 Ps"! 中 的 超 平面 切 掉 一 个 维 数 为 


(g—1)—(d—s—1)—1=g—d+s—1 


的 |K 一 万 | 的 线性 子 数列 。 那 么 , 把 (*) 应 用 到 除 子 eI|K 一 DD| 后 我 们 得 到 ， 
dimD < degEB—-1l—-(g—-d+s—1) 
= (2g9—-2—4d)—-1-(g—-d+s—1) 
二 g 一 $ 一 2。 
但 是 , 现在 包含 巨 的 Po-: 中 的 超 平面 将 在 S 上 切 挤 维 数 至 少 为 
(9—1)—(9—s—2)—1=s 
的 |D| 的 线性 子 数列 , 即 ， 
dim|D|>2s=d-1— dimD, 
并 且 因 此 证 明了 Riemann-Roch 公式 。 


特殊 线性 系 I 


Riemann-Roch 定理 精确 地 描写 了 Riemann 曲面 上 “一 般 ” 线 性 系 的 性 质 , 但 是 对 非 正 
则 线性 系 它 没什么 作用 。 我 们 现在 将 用 经 典 定理 来 弥补 这 个 缺陷 一 一 这 些 定 理 给 出 了 特殊 
线性 系 的 维 数 ,次 数 和 亏 格 之 间 的 关系 。 我 们 的 基本 引 理 是 
引 理 : 对 非 退 化 曲线 C C 可 ，C 的 一 般 超 平面 截面 的 点 都 处 在 一 般 位 置 上 , 即 , 它们 的 n 
个 点 是 线性 独立 的 。 
证 明 : 假设 C 的 次 数 为 d, 并 且 设 Ho C P" 是 与 C 相交 于 4 个 不 同 点 p1,… ,pa 的 超 平面 。 
那么 , 对 PY 中 io 的 是 够 小 的 邻 域 中 的 五 , 互 与 C 的 交点 {p;( 瑟 )} 将 随 互 < Pw 全 纯 
地 变化 。 因 此 , 对 每 个 多 重 指标 了 工 = fi,…, 计 } C fd 我们 得 到 一 个 映射 


T1 :UC0"=CxCx...xO, 
: Ho (pa(H),.…,pi,(H)); 


还 有 , 因为 对 足够 靠近 zy(Ho) 的 任意 点 (q1,… ,qn) E C" 有 一 个 包含 q1,… ,gn 的 超 平面 
及 EU, 所以, U 在 Xi 下 的 像 包含 Cn 中 的 一 个 开 集 。 

现在 , 设 DC 0" 是 点 (qi,… ,qn) 的 轨迹 , 使 得 q1,…, gn 不 是 线性 独立 的 。 因 为 C 是 
非 退化 的 , 所 以 万 是 C" 的 真 解析 子 簇 , 并 且 因 此 x71(D) 同样 也 是 U 的 真子 艇 。 于 是 , 对 
五 EU 一 U71(D), HNC 的 点 处 在 一 般 位 置 上 。 证 毕 
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现在 , 我 们 可 以 如 下 来 表征 线性 系 |D| 的 维 数 : 当 且 仅 当 对 每 t 个 点 p1,…,p: eS, 存 
在 包含 pi1,… ,pi 的 除 子 互 E |D| 时 ，dim |D| 之 t+。 因 此 , 如 果 吃 和 D’' 是 S$ 上 的 两 个 有 效 
除 子 , 那么 我 们 可 以 找到 一 个 除 子 巨 ~ D 十 D', 它 包含 5 的 任意 加 (D) 一 1+1(D') 一 1 个 
点 , 并 且 因此 我 们 得 到 ， 


h(D+D) zn (D+ (DD) 一 1。 


特别 是 , 假定 D 是 特殊 的 , 使 得 hn(K 一 D) 关 0, 且 我 们 可 以 取 D' = 一 D。 那 么 ， 
hn"(D+D') = 1(K)=g, 并 且 我 们 得 到 


ho((D)+h((K—-D) < 9+1 
ho(D)—h (KD) = d—g+l 
2h°(D) < d+2 


还 要 注意 , 当 且 仅 当 在 典范 数列 |D + D1| = |K| 中 的 每 个 除 子 是 线性 系 |D| 的 一 个 除 
子 和 来 自 线性 系 |D'| 的 一 个 除 子 之 和 时 , 上 面 最 后 一 行 的 等 号 成 立 。 但 是 , 由 我 们 的 引 理 
知道 ，cx(5) 的 一 般 超 平面 截面 的 点 处 在 一 般 位 置 , 并 且 因此 只 有 万 = 0,D = 玉 或 wk 不 
是 一 对 一 时 , 210(D) 等 于 d 十 2。 于 是 , 总 结 起 来 我 们 得 到 


Clifford 定理 : 对 紧 致 Riemanmn 曲面 5 上 的 任意 两 个 有 效 除 子 , 有 


EET 


dim|D|+ dim|D'| < dim|D+ D', 
并 且 对 特殊 除 子 D, 有 
dim|D| < 9 
只 有 DD=0,D= 上 或 者 5 是 超 椭圆 曲线 时 , 等 号 成 立 。 
推论 : 如 果 C CP" 是 次 数 为 d < 2n 亏 格 为 g 的 任意 曲线 , 那么 有 
9 < d 一 思 ， 
当 且 仅 当 C 是 正规 曲线 时 , 等 号 成 立 。 
证 明 : 设 D 是 C 的 超 平面 截面 。 那 么 得 到 ， 


dim|D|=1(D)—-1=n> ， 


并 且 因此 由 Clifford 定理 得 到 D 是 非特 殊 的 。 所 以 j( 玉 一 忆 ) = 0, 并 且 由 Riemann-Roch 
定理 得 到 


g = d—h(D)+1 
< dn。 


证 毕 
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当然 , 这 个 上 界 可 以 用 任意 亏 格 为 g = d 一 n 的 Riemann 曲面 和 任意 次 数 为 d 的 线性 
系 达 到 。 

现在 , 还 要 找到 4 > 2n 时 到 中 次 数 为 4 的 曲线 的 最 大 亏 格 , 或 者 等 价 地 找到 , 当 
d < 9 时 , 比 Cliford 定理 提供 的 线性 系 的 维 数 更 准确 的 上 界 。 我 们 在 这 里 提出 的 讨论 
在 1889 年 由 Castelnuovo 最 先 给 

设 C cP" 是 次 数 为 d 亏 格 为 g 的 曲线 , 其 超 平面 截面 为 D。 考 虑 线性 系 |KD|, 其 中 
二 1,2,…。 由 我 们 的 基本 引 理 , 我 们 可 以 把 DD 的 点 取 在 P” 的 超 平面 中 的 一 般 位 置 。 

设 m = [(d 一 1)/(n 一 1)] 是 小 于 等 于 (4d 一 1)/(n 一 1) 的 最 大 整数 , 并 且 对 每 个 整数 
k 过 mm, 选择 吃 的 k(n 一 1) 十 1 个 点 的 集合 TT。 我 们 主张 ，H(C, COC(kD)) 中 对 应 于 工 的 每 
个 点 的 超 平面 都 是 独立 的 ; 为 此 , 对 任意 点 q ET, 我 们 将 找 出 到 中 包含 TT 一 {gq} 而 不 包含 
4 的 次 数 为 k 的 超 曲 面 。 这 是 容易 的 : 如 果 我 们 把 工 的 剩 下 的 点 分 成 每 个 为 (n 一 1) 个 点 的 
K 个 集合 


全 


(lr 
那么 , 每 个 集合 {pi}。 将 是 线性 独立 的 , 并 且 它 的 线性 张 开 不 包含 9。 因此 我 们 可 以 找到 
Pp" 中 的 超 平面 豆 ，……, Hi, 它们 包含 点 {ph}a 但 不 包含 9; 求 和 印 十 … 十 Hs 就 是 所 要 的 
次 数 为 的 超 曲 面 。 
日 此 我 们 知道 , 在 H?(C, G(kD)) 中 ， 的 所 有 点 上 等 于 零 的 [kD| 的 截面 数列 开 集 的 
余 维 数 至 少 为 k(n 一 1) 十 1, 即 对 km 有 ， 
h(ED)— p(k 1)D) kn 1)+1. 


同样 的 讨论 也 证 明了 , 对 > m, 我 们 可 以 找到 P" 中 的 大 个 超 平面 , 它 在 DD 中 除了 一 个 任 
意 扩 外 包含 所 有 的 点 , 使 得 对 大 > m 有 


h(ED) — hk 1)D)=d. 


EE 


因此 我 们 得 到 ， 
ED) SW 
h(2D) > n+1+2(n—1)+1 
= 3(n—1)+3, 


hn"(3D) > 6(n—1)+4, 


h" (mpD) 


(n 一 1) 十 m+ 十 1， 


m(m+1) 
2 
但 是 现在 , 对 足够 大 的 m, 除 子 (1 十 m)D 不 是 特殊 的 。 那 么 , 由 Riemann-Roch 公式 ， 
得 到 


h (lI+m)D) > (nm—1)+m+t+1l1+ild。 


hI+m)pD)= (+m)admg+tl, 
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nm 一 了 


十 1) 


es i el 


(no—1)+m(d—m(n m1)—1)。 
夕 


因此 ，P" 中 次 数 为 qd 的 非 退 化 曲线 的 亏 格 至 多 为 


2 


d—1 
一 工 


Cs 其 中 m = | ,d—1=m(n—1)+i+e。 


在 直 纹 曲面 那 节 我 们 将 看 到 , 实际 上 这 个 上 界 对 每 个 d 和 mn 都 可 以 实现 , 并 且 清 楚 地 


描写 了 这 些 最 大 亏 格 的 | 
的 次 数 为 d, 那么 ， 

d<n 

d=n 

n<d<2n 

d= 2n 


dz 2n 


由 线 。 现 在 , 我 们 总 结 一 下 关于 P” 的 非 退 化 曲线 一 般 结果 : 如 果 C 


这 C 是 退化 的 ， 

> C 是 有 理 正规 曲线 ， 

全 gd 一 n, 当 CO 是 正规 曲线 时 等 号 成 立 ， 
= 

Ee 


0 乐风 十 1 当 且 仅 当 C 是 典范 曲线 时 等 号 成 立 ， 


m(m— 1) 


< (n —1)+me, 
d—1 

其 中 m = [31 me-D+e 
no—1 


注意 , 如 果 C 达到 上 界 , 那么 , 在 上 面 的 基本 不 等 式 (*) 中 等 号 必须 成 立 , 并 且 因 此 C 


上 的 完备 线性 系 |kD| 由 


万 "(Pn 


次 数 为 天 的 超 曲面 切 出 来 ; 或 者 换 句 话说 , 于 是 


,O(KH)) = Sym*H°(P", GO(H)) 一 HC, GO(kH)) 


必须 是 满 射 。 特 别 是 把 它 应 用 到 典范 曲线 上 得 到 


Noether 定理 : 对 任意 


FE 超 椭 圆 曲 线 C, 下 列 映射 对 所 有 1 都 是 满 射 : 


Sym'H°(C, 6(K)) 一 万 0(C 6O(IK)). 


Castelnuovo 不 等 式 可 以 用 两 种 方法 来 反 过 来 , 用 4 和 g 给 出 nn 的 上 界 和 用 nn 和 9g 给 
d 的 下 界 。 不 做 任何 处 理 得 到 ， 


2(1(d—1)— 2 (= 
Rs a ee 
多 UU gl WO 


起 椭圆 曲线 和 Riemann 计数 
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回想 一 下 , 亏 格 g > 2 的 紧 致 Riemann 曲面 5 称 为 超 椭圆 的 , 如 果 在 S$ 上 存在 只 有 两 
个 极点 的 亚 纯 函 数 f, 即 , 如 果 5 容许 一 个 到 Riemann 球面 的 2 一 1 映射 f :5 一 Pi。 由 
Riemann-Hurwitz 公式 , 这 样 的 映射 的 分 支点 数目 由 


b = 2g—2+2x(P!) 
二 2g 十 2 


给 出 ; 当然 , 因为 f 只 有 两 个 叶 , 所 以 它 不 能 有 多 重 分 支点 。 设 包 ,…,z2g42 是 了 中 上 的 
分 支点 (假定 是 有 限 的 ), 并 且 考 虑 曲线 8 = (w? = Tt (z 一 2) C C? 以 及 到 > 平面 
的 投影 映射 +。 因 为 点 % 是 不 同 的 , 所 以 5' 是 光滑 的 , 并 且 对 R > max(|z;|), 我 们 得 到 
Tri(z| > R) 由 两 个 不 相交 的 穿孔 圆 盘 简 单 组 成 ; 我 们 可 以 通过 把 这 些 穿孔 圆 租用 整个 圆 
盘 代 替 来 把 38' 完备 化 到 紧 臻 Riemann 曲面 $。 通 过 把 两 个 增加 的 点 映射 到 > = co, 我 们 
可 以 把 映射 7 :5 一 C 连续 地 一 一 从 而 全 纯 地 一 一 扩张 到 映射 元 : 5 一 Pl1。 因 此 ，5 又 是 
在 点 {%} 处 有 分 支 的 P1 的 双重 覆盖 。 

现在 , 一 般 地 , 如 果 两 个 Riemann 曲面 M,M’' 有 映射 f:M 一 Pl,f :AM 一 了 
它们 的 分 支 轨 迹 都 是 已 C P!, 并 且 如 果 作 为 Pi! 一 B 的 拓扑 有 覆盖 空间 ，f-1(P1 - B) 与 
f -1(P! 一 B) 同 构 , 那么 M 和 M' 是 同 构 的 : 广 !(PI 一 B) 和 ff-1(P! 一 B) 将 连续 地 一 一 从 
而 全 纯 地 一 一 扩张 到 了 和 f" 的 分 支 轨迹 上 上。 在 目前 这 种 情况 下 , 得 到 Riemann 曲面 5 和 
5 是 同 构 的 , 即 , 亏 格 为 g 的 任意 超 椭 圆 Riemanmn 曲面 可 以 实现 为 C? 中 轨迹 


的 光滑 完备 化 , 其 中 g(z) 是 次 数 为 2g 十 2 的 多 项 式 。 

如 果 5S 是 作为 (w? = [221(z 一 各)) C C? 的 完备 化 而 给 出 的 超 椭 贺 Riemann 曲面 , 那 
么 , 我 们 可 以 明确 地 计算 70°(5, Q1) 的 基 。 首 先 注意 到 , 我 们 有 一 个 由 j: (w,z) 局 (一 2 
给 出 的 阶 为 2 的 自 同 构 7:5 一 5; 7 称 为 S 上 的 超 椭圆 对 合 。 诱 导线 性 变换 


7°:H"(S,0) — (s,Q) 


的 阶 同 样 是 2, 并 且 因 此 我 们 先 验 地 得 到 #0(5, Q1) 到 本 征 值 为 +1 和 一 1 的 本 征 空间 的 分 

解 。 实 际 上 , 十 1 本 征 空间 是 平庸 的 , 这 是 因为 8S 上 j*w = w 的 全 纯 1 形式 将 赔 变 而 给 出 了 P! 

上 的 全 纯 1 形式 , 这 种 情况 都 不 存在 。 因 此 , 对 所 有 w e 互 "(S, 910) 我 们 得 到 jw = 一 w。 
现在 , 考虑 3S 上 的 1 形式 


dz 
WO-— — 6 
WwW 


因为 w 等 于 零 的 点 正好 是 dz 的 零点 , 所 以 在 co 点 以 外 wo 是 全 纯 非 零 的 。 因 为 wo 的 总 次 
数 为 29 一 2, 并 且 wo 在 3 的 处 在 z= oo 的 点 处 有 相同 次 数 的 极点 和 零点 , 所 以 在 每 两 个 这 
样 的 点 处 wo 必然 有 次 数 为 g 一 1 的 零点 。 如 果 w 是 9 上 任意 其 它 的 全 纯 1 形式 , 那么 ， 


w 二 hh: wo, 
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其 中 , hh 是 5S 上 的 亚 纯 函 数 , 在 ce 点 以 外 是 全 纯 的 。 但 是 , 我 们 有 产 w = 一 w, jwo = 一 wo， 
并 且 因 此 六 hh = hh, 即 ,hh 只 是 z 的 函数 , 且 因 此 必须 是 z 的 多 项 式 。 如 果 的 次 数 为 qd, 那 
么 在 5S 的 有 限 部 分 上 有 24 个 零点 , 且 因此 在 每 个 oo 点 处 有 次 数 为 d 的 极点 ; 因为 wo 在 
co 处 有 次 数 为 g 一 1 的 零点 且 hwo 是 全 纯 的 , 那么 我 们 得 到 degh < g 一 1。 因 此 , 我 们 可 
以 写 出 70(5, Q1) 的 一 个 基 : 


于 是 5 的 典范 上 映射 uk 由 


LE(20) = |1,z,...,29 | € Po! 


给 出 ; 在 wx 下 5 的 像 因 此 是 P97! 中 的 有 理 正规 曲线 。 还 要 注意 , 典范 映射 通过 投影 了 得 
到 了 一 个 系数 ; 因为 uk 是 内 在 定义 的 , 所 以 映射 f 除了 PP! 的 一 个 同 构 外 是 唯一 的 。 


为 了 证 明 不 是 所 有 的 Riemann 曲面 都 是 超 椭 圆 的 , 我 们 计算 确定 超 椭 辆 曲线 和 亏 格 为 
9 的 一 般 曲 线 所 需要 的 参数 个 数 。 首 先 , 我 们 已 经 知道 , 给 定 2g 十 2 个 不 同 点 % & P! 的 任意 
集合 , 有 一 个 唯一 的 超 椭圆 曲线 5S, 它 有 一 个 有 分 支 轨迹 B= {zi} 的 2 重 映射 f :5 一 P!。 
通过 P! 的 自 同 构 , 我 们 可 以 把 任意 3 个 点 和 ,zo,z3 EB 分别 变 成 0,1 和 co, 并 且 因此 我 们 
得 到 , 亏 格 为 9 的 一 般 超 椭 贺 Riemann 曲面 可 以 通过 确定 Pi 上 的 (2g 十 2) 一 3 = 2g 一 1 来 
描述 。 反 过 来 , 因为 除了 严 : 的 一 个 自 同 构 外 f 是 唯一 的 , 所 以 任意 超 椭圆 曲线 S 只 对 应 于 
有 限 多 这 样 的 2g 一 1 个 点 的 集合 ; 因此 , 这 样 的 曲线 族 局 域 上 有 2g 一 1 个 参数 。 

现在 我 们 将 计算 描写 亏 格 为 9 的 一 般 Riemann 曲面 所 需要 的 参数 个 数 , 这 来 自 
Riemann 的 讨论 。 任 选 大 于 29 的 一 个 整数 n。 亏 格 为 g 的 任意 Riemann 曲面 可 以 表示 为 
Pl! 的 n 叶 分 支 履 盖 ; 这 样 的 映射 的 分 支点 的 数目 申 


b = 2g—2+n.x(P') 
= 2 十 20 一 2 


给 出 。 反 过 来 , 我 们 主张 , 给 定 次 数 为 2n 十 2g 一 2 的 P! 上 的 任意 除 子 B, 并 且 不 取 多 重 
数 > n 一 1 的 点 , 存在 有 限 个 亏 格 为 9 的 Riemann 曲面 9, 它们 可 表示 为 分 支 轨 迹 为 B 
的 P! 的 于 时 覆盖 。 如 果 已 = 二 由 27 二 29 一 2 个 不 同 的 点 组 成 , 那么 我 们 将 构造 这 些 
Riemann 曲面; 一 般 情 况 更 复杂 , 但 是 没有 概念 上 的 困难 。 
在 Pl 中 从 zz 到 zz41 夯 不 相交 的 弧 ~ 设 卫 ,…, 了 是 Pili-Uy 的 n 个 不 相交 的 复制 
品 。( 见 图 6。) 选择 一 系列 置换 00,…, 0242g-2 E Su, 它 满足 oo = 02n42g-2 一 e 和 oj oj 
对 每 个 7 为 一 个 非 平庸 的 简单 对 换 , 并 使 得 {cj} 在 {1,…,n} 上 可 迁 ; 我 们 总 可 以 找到 
有 限 个 这 样 的 系列 。 对 每 个 满足 1 < i < 2n +29 一 3 的 i 把 弧 y 的 nn 个 复制 品 2 
添加 到 UjT, 其 中 ，xi 与 沿 着 割 线 yi 的 上 边界 的 荆 的 边缘 等 价 , 并 且 与 沿 着 割 线 六 的 
下 边界 的 Tt) 的 边缘 等 价 。 设 8 是 所 得 到 的 拓扑 空间 ，/: 8 一 P! 显然 是 投影 映射 。 
广 (P-B) Cc 5 是 Pr 一 B 的 覆盖 空间 , 并 且 因此 唯一 继承 了 复 结构 ; 按照 映射 了 在 
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DE 广 :(25) 点 的 邻 域 中 是 1 一 1 或 2 一 1 的 把 点 p 处 的 局 域 坐标 取 为 (xz 一 为) 或 Vz 一 各 后 ， 


这 个 结构 扩张 到 整个 5 上 。 因 此，5 是 映射 到 P! 的 分 支 轨迹 为 B 的 紧 致 Riemann 曲面 ， 


并 且 由 前 面 的 评论 得 到 ，5S 完全 由 构造 中 所 作出 的 置换 o; 的 选择 而 确定 。 

我 们 已 经 知道 , 上 述 任意 次 数 为 2n 十 2g 一 2 的 除 子 B 对 应 于 有 限 个 亏 格 为 g 的 
Riemann 曲面 以 及 到 了 P! 的 双重 映射 f。 剩 下 的 是 要 知道 , 多 少 个 这 样 的 除 子 对 应 一 个 这 样 
的 Riemann 曲面 $。 现 在 , 通过 首先 给 出 3S 上 映射 的 极 除 子 D = (有 )。€ So, 接着 把 线 
性 系 有 HV(5, CO([D])) 的 元 素 对 应 到 f, 就 可 以 确定 这 个 映射 。 显 然 ,，D 的 选择 依赖 于 n 个 参 
数 ; 因为 n > 29, 所 以 he(K 一 DD) = 0, 并 且 由 Riemann-Roch 定理 得 到 ， 


hi(D)=n—g+il, 


所 以 fe HW(S, CO([D])) 的 选择 只 依赖 于 n 一 g 十 1 个 参数 。 因 此 , n 重 映射 f :5 一 PP! 族 


的 维 数 为 


n++(nmg++1l)=2n-g 二 1。 
因为 上 面 除 子 B 族 的 维 数 为 (2n 十 29 一 2), 所 以 在 局 域 上 亏 格 为 9 的 一 般 Riemann 曲面 依 


赖 于 


2 十 20 一 2 一 (2 一 99 二 JJ)=30 一 3 
个 参数 。 特 别 是 , 我 们 注意 到 , 对 9 > 3, 亏 格 为 9 的 “一 般 ” Riemann 曲面 是 非 超 椭圆 的 。 
验证 一 下 g== 3,4 和 5 时 的 Riemann 计数 是 有 意思 的 。 首先, 就 象 我 们 已 经 看 到 的 , 亏 
格 为 3 的 任意 Riemann 曲面 的 典范 曲线 是 P? 中 的 四 次 曲线 , 并 且 除 了 了 的 一 个 自 同 构 外 


是 确定 的 , 反 过 来 , 如 果 C C P? 是 一 条 光滑 四 次 曲线 , 由 从 属 公式 得 到 ， 
Kc = WP 二 Cjlc 


一 Hilo, 


所 以 C 是 典范 曲线 。 现 在 ，P? 中 四 次 曲线 空间 维 数 为 


€ ee 
2 2 


并 且 dim PGLs = 9 一 1 = 8; 因此 , 亏 格 为 3 的 曲线 依赖 于 14 一 8 = 6 个 参数 , 就 象 所 预言 


的 那样 。 


接 下 来 , 设 Cc 是 亏 格 为 4 的 典范 曲线 。 由 Riemann-Roch 公式 , 因为 2KC 是 非特 


殊 的 , 所 以 


h(O,2Kc)=12—4+1=9。 


但 是 ho(P3, OC(2)) = 10, 并 且 因 此 限制 映射 


万 "0( 了 23, (2 万 )) 一 万 0(C, (2 万 C)) 
= H"(C,2Koc) 
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Figure 6 An Example: 01=(1,2), 62=(1,3,2), 03=(2,3). 
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有 一 个 核 , 即 ，C 处 在 二 次 曲面 8 上; 因为 一 个 可 约 的 二 次 曲面 由 两 个 平面 组 成 , 并 且 因 此 
不 能 包含 C, 所 以 @ 是 不 可 约 的 。 还 有 , 因为 


nh (OC,3Kc)=18—4+1=15 


和 

hpP3, Z(3 万 )) = 20, 
所 以 C 处 在 本 中 的 三 次 曲面 的 四 维 线性 系 上 。 包 含 Q 的 三 次 曲面 线性 系 维 数 只 
10(P3, CO(3H 0)) -1 = ja3,O(D)) -1=3, 并 且 因 此 C 还 处 在 不 包含 @Q 的 三 次 曲 
面 上 。 因 为 @ 是 不 可 约 的 , 所 以 8@ 和 必然 相交 于 6 次 曲线 ; 但 是 CC QnQ' 且 
degC = 6, 所 以 


C=QNQ’。 
反 过 来 , 由 从 属 公式 , 对 相交 于 光滑 曲线 C 的 任意 三 次 曲面 8' 和 二 次 曲面 &, 我 们 得 到 ， 


Ko = (Kps+QI)lo, 
Ee 


和 


Kc = (Ko'+Q)lc 
= (-H+2H)lc= Hle, 


所 以 ，C 是 亏 格 为 4 的 典范 曲线 。 

现在 , 就 象 我 们 以 前 所 说 的 那样 , 二 次 曲面 8 依赖 于 9 个 参数 。 两 个 三 次 多 项 式 将 在 
Q@ 上 切 出 同样 的 曲线 , 只 要 它们 的 差别 在 C 上 总 等 于 零 ; Q 上 等 于 零 的 三 次 多 项 式 的 矢量 
空间 的 维 数 为 


由 (可 O(3H ~ 28)) = 4, 
并 且 因 此 , 对 选 定 的 Q，Q 的 选择 只 依赖 于 


19—4=15 


个 参数 。 还 有 ，Bertini 定理 保证 了 , 一 般配 对 (Q@, 8') 的 确 横 截 相 交 。 最 后 ，PGLs 的 维 数 
为 15, 并 且 因此 在 局 域 上 描写 亏 格 为 4 的 曲线 所 需要 的 参数 数目 为 


9 十 15 一 15=9， 


与 所 期 望 的 一 样 。 
9=5 的 情况 有 点 更 简单 。 对 亏 格 为 5 的 典范 曲线 C c 了 我 们 得 到 ， 


nh (OC,2Kc)=16—5+1= 12。 
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但 是 ， 
Am OH) = (4 ) =15, 


因此 曲线 C 必须 处 在 三 个 独立 的 二 次 曲面 8, 8 和 Q” 上 ; 由 第 四 章 第 三 节 的 Enriques 定 
理 , 它 一 般 是 这 些 二 次 曲面 的 交集 。 反 过 来 , 如 果 8,Q8' 和 QQ” 是 严 中 横 截 相交 的 任意 三 个 
二 次 曲面 , 把 从 属 公 式 应 用 三 次 得 到 ，C 是 亏 格 为 5 的 典范 曲线 。 

现在 , 通过 确定 Pr 上 次 数 为 2 的 多 项 式 矢 量 空间 的 一 个 三 维 子 矢量 空间 , 即 , 通 
过 在 Grassmann 流 形 G = G(3, 万 (PE CZ(3 万 )) 中 的 一 个 点 ,就 确定 了 C。 G 的 维 数 为 
3(15 一 3) = 36, 并 且 由 Bertini 定理 , 应 用 三 次 后 我 们 得 到 , 对 应 于 G 的 一 般 点 的 二 次 曲面 
线性 系 实际 上 的 确 相 交 于 一 条 光滑 曲线 。 PGLs 是 24 维 的 , 并 且 因 此 我 们 得 到 , 亏 格 为 5 
的 曲线 在 局 域 上 依赖 于 


36— 24 = 12 


个 参数 。 


特殊 线性 系 II 

在 本 节 的 前 些 时 候 , 我 们 曾 问 ，P” 中 次 数 为 4 的 非 退 化 曲线 可 能 的 最 大 亏 格 是 多 少 ? 
转换 一 下 , 这 等 价 于 问 : 亏 格 为 g 的 Riemann 曲面 9S 上 , 次 数 为 a 的 线性 系 的 可 能 的 最 大 维 
数 (或 维 数 为 n 的 线性 系 可 能 的 最 小 次 数 ) 一 一 不 考虑 通过 5 的 商 可 因子 分 解 的 那些 一 一 是 
多 少 ? 我 们 给 出 这 个 问题 的 答案 (我 们 后 面 将 看 到 它 是 正确 的 答案 ), 但 是 , 就 象 我 们 现在 看 
到 的 一 样 , 如 果 d > 2n 或 n > 2g, 那么 这 个 上 界 不 能 由 亏 格 为 g 的 每 个 Riemann 曲面 来 实 
现 。 例 如 , 我 们 已 经 知道 ，d 次 平面 曲线 可 能 的 最 大 亏 格 是 (4d 一 1)(d 一 2)/2; 并 且 当 然 这 个 
上 界 是 严格 的 , 通过 任意 光滑 平面 曲线 来 得 到 。 亏 格 为 g 的 曲线 3 上 二 维 线性 系 的 最 小 次 
数 , 在 不 包括 通过 5 的 商 可 因子 分 解 的 那些 后 , 就 是 M, 其 中 ， 

(M—1)(M—2) 2 MDM-3) 
2 2 

但 是 , 我 们 可 以 看 到 , 不 是 每 个 亏 格 为 g 的 线性 系 有 拥有 这 样 的 线性 系 : 如 果 g = (4 一 
1)(qd 一 2)/2, 那么 , 如 此 线性 系 的 亏 格 为 g 的 Riemann 曲面 族 一 一 即 ，4 次 平面 曲线 一 一 的 
维 数 至 多 为 


jp O(dH) 1— dim PGLs = + E+ 


同时 , 所 有 亏 格 为 g 的 Riemann 曲面 的 维 数 为 
0 DC 
2 
那么 , 对 qd > 5, 净 次 数 为 q 的 亏 格 为 g = (4 一 1)(d 一 2)/2 的 曲线 5 都 是 例外 的 。 
这 个 例子 提出 了 男 一 个 问题 一 一 Castelnuovo 的 补 问题 : 在 亏 格 为 9 的 一 般 Riemann 
曲面 上 存在 什么 样 的 特殊 线性 系 ? 这 是 Brill-Noether 问题 , 我 们 将 在 本 章 后 面 的 部 分 进 一 


步 讨论 它 。 


一 9， 


De i 
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Brill~Noether 问题 的 可 能 答案 一 一 不 是 证 明 一 一 可 以 头脑 简单 地 通过 维 数 计算 来 给 
出 。 考 虑 P-L 中 亏 格 为 g 的 典范 曲线 C。 由 Riemann-Roch 公式 的 几何 形式 ，dim |DI = 
的 d 次 有 效 除 子 D= pi 由 C 上 张 开 P971 中 (qd 一 1 一 7) 维 平面 的 4 个 点 组 成 , 即 ，C 的 
d 维 割 线 的 (d 一 + 一 1) 维 平面 。 因 此 ，C 有 一 个 维 数 为 7 的 4 次 线性 系 , 当 且 仅 当 它 至 少 
有 4 维 制 线 的 (4d 一 + 一 1) 维 平面 的 一 个 7 维族 。 

现在 , P91 中 (d 一 r+ 一 1) 维 平面 的 Grassmann 流 形 G = G(d 一 7,g) 的 维 数 为 (dq 一 7)(g 一 
d 十 7)。 过 点 p 的 (dq 一 + 一 1) 维 平 面 的 子 秘 og_a4x(p) 在 G 中 的 余 维 数 为 g 一 4d 十 7 一 1。 那 么 ， 
我 们 可 以 预期 , 与 C 相交 4 次 的 (d 一 + 一 1) 维 平面 的 子 簇 在 G 中 的 余 维 数 为 d(g 一 4d 十 7 一 1)， 
所 以 , 如 果 


(d—7r)(g—d+7)—d(g—d+r7r—1)&27, 
那么 将 存在 这 样 的 平面 的 一 个 7 维族。 计算 后 我 们 看 到 , 当 


人 


时 就 是 如 此 。 因 此 , 我 们 的 维 数 计算 提出 : 
亏 格 为 g 的 一 般 Riemann 曲面 拥有 7 维 d 次 的 线性 系 , 当 且 仅 当 


a 之 0 十 7, 
六 十 工 
并 且 一 般 将 有 这 样 的 线性 系 的 一 个 [(d 一 7)(7r 十 1) 一 7rg] 维族 。 


显然 , 按照 现在 的 情况 , 我 们 的 讨论 远 远 不 是 证 明 ; 在 本 章 最 后 一 节 我 们 将 给 出 单 向 证 
明 。 现 在 , 我 们 可 以 验证 + = 1 和 2 的 情形 。 因 为 在 Riemann 曲面 $ 上 无 基点 的 1 维 4d 次 
线性 系 给 出 了 一 个 d 叶 映射 5 一 Pi, 7 = 1 时 的 陈述 总 括 为 


亏 格 为 g 的 Riemann 曲面 可 表示 为 Pl 的 


1 
4- | 轩 | + 


2 
个 叶 的 一 个 分 支 尾 盖 , 但 叶 数 不 会 更 少 ; 如 果 g 是 偶数 , 那么 , 它 可 以 用 有 限 种 方法 来 表 
示 ( 除 了 了 P1 的 自 同 构 之 外 ), 当 g 是 奇数 时 , 存在 这 样 表示 的 一 维族 。 
通过 参数 的 计数 , 我 们 可 以 单 向 验证 它 。 由 Riemann-Hurwita 公式 , 亏 格 为 9 的 曲线 
到 Pl 的 4 叶 映 射 有 


0 一 20 一 2 十 2d 


个 分 文 点 。 于 是 , 通过 我 们 的 一 般 讨 论 , 可 表示 为 马 : 的 dg 叶 履 盖 的 Riemann 曲面 族 的 维 数 
至 多 为 


b—3=2g+2d—5。 
如 果 亏 格 为 g 的 一 般 Riemann 曲面 是 如 此 表示 的 , 那么 , 由 Riemann 计数 , 我 们 得 到 


下 
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即 ， 
d 宇 二 十 1。 
如 果 7 = 2, 我 们 的 结果 可 以 陈述 为 : 
一 般 Riemann 曲面 可 以 表示 为 


次 平面 曲线 , 次 数 不 会 更 小 。 

我 们 可 以 再 次 单 向 验证 它 。 在 所 有 d 次 平面 曲线 的 线性 系 中 , 有 一 个 二 重点 或 更 粮 的 
曲线 形成 余 维 数 为 1 的 一 个 子 簇 , 并 且 这 样 的 一 般 曲 线 只 有 一 个 普通 二 重点 。 类 似 地 , 如 
果 5 < (d 一 1)(d 一 2)/2, 那么 有 5 个 普通 二 重点 或 更 粳 的 d 次 曲线 簇 的 余 维 数 为 5, 并 且 这 
样 的 一 般 曲 线 只 有 5 个 普通 二 重点 。 现 在 , 就 象 我 们 将 在 下 节 看 到 的 那样 , 有 5 个 普通 二 重 
点 的 @d 次 一 般 曲 线 的 亏 格 为 


(d=— 1(d—2) 


9= 6 
因此 , 存在 亏 格 为 g 的 d 次 平面 曲线 的 
ho(P?, O(dH))—1—-6 = Cs 
= 3d+g—1 


维族 。 因 为 群 PGLs 作用 在 这 样 的 曲线 族 上 , 所 以 这 样 表示 的 Riemann 曲面 的 数目 的 维 数 
为 
3d+g—1-8=3d+g 一 9。 


因此 , 亏 格 为 9 的 一 般 Riemann 曲面 可 用 这 种 方法 表示 , 只 要 


0 


即 
d 宇 =g++2 
3 ) 


这 就 是 预期 的 结 

一 些 有 趣 的 枚 举 问题 来 自 这 个 讨论 。 例 如 , 我 们 已 经 知道 , 亏 格 为 9 的 一 般 Riemann 
曲面 有 有 限 个 次 数 为 十 1 的 束 ; 我 们 可 以 问 问 有 多 少 。 这 个 问题 在 下 节 相应 的 讨论 中 给 
出 9= 2,4,6 和 8 时 的 答案 , 一 般 解答 在 最 后 一 节 。 


4. Pliicker 公式 


伴随 曲线 
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在 本 节 , 我 们 将 讨论 曲线 的 外 在 几何 , 即 曲线 C Cc P” 必须 利用 幅 入 来 研究 的 性 质 。 在 
一 定 的 广度 上 , 伴随 曲线 的 研究 是 经 典 欧 氏 微分 几何 的 Fernet 公式 的 复 儿 何 对 应 。 但 是 ， 
昌 于 复 解析 结构 , 这 个 课题 非常 丰富 ; 我 们 将 得 到 在 C~ 情形 下 无 法 得 到 的 定量 和 定性 结 
果 。 


全 


在 讨论 前 , 我 们 先 注 释 一 下 。 显 然 , 如 果 f :5 一 P" 是 Riemann 曲面 到 射影 空间 的 任 
意 映 射 , 那么 , 我 们 可 以 在 局 域 上 把 上 提升 到 C?+ 一 一 即 , 在 任意 点 pe 5 的 邻 域 中 , 我 们 
可 以 找到 C++ 的 一 个 全 纯 矢 量 值 函数 w 使 得 f(z) = [vo(2),… ,vn(z)]。 反 过 来 , 对 任意 矢 
量 值 函数 v :5S 一 C?+l1 即使 0 二 0 是 孤立 点 , 映射 f(z) = [vo(z),…,vn(z)| 也 有 明确 的 定 
义 。 为 此 , 直接 设 z 是 中 心 在 v 的 一 个 零点 p 周围 的 局 域 坐 标 ; 那么 , 如 果 k= min(ordypvi)， 
那么 , 映射 


f(2) = [2 “vo(2), ,2 vn (2)] 
有 明确 的 定义 , 并 且 扩 张 为 f。 

现在 , 假设 5S 是 紧 臻 Riemann 曲面 , 并 且 f :5S 一 P"* 是 到 PP" 的 非 退 化 映射 。 设 三 在 
局 域 上 由 矢量 函数 v(z) = [v0(2),… ,vn(z)| 给 出 。 我 们 定义 了 的 第 及 阶 伴随 曲线 


fr:S— GE+l,nt+1) CPAC"!) 


为 
fr(2) = 2) AvV2) A Av® (2)]。 
我 们 强调 一 下 , 这 种 曲线 是 抽象 Riemann 曲面 以 及 映射 。 
为 了 确保 有 明确 的 定义 , 我 们 必须 验证 三 个 问题 : v(z) 入 … 人 v9(z) 不 恒 等 于 零 ， 
除了 一 个 标量 因子 外 它 不 依赖 于 提升 v 和 局 域 坐标 > 的 选择 。 为 了 证 明 第 一 个 , 假设 对 某 
些 拓 nn 有 wvw(2) 人 入 … 人 入 v9(z) 三 0, 但 是 v(z) 人 入.… 人 入 vw-D) 壮 0。 于 是 , 显然 有 


vz) =0mod(v (2),.… ,0% D(z)), 


(V2) A AvEDz)Y = vz) A AvEYz) Av (2) 
= A(2) :v2 A AvET D(z), 


使 得 有 _1(z) 必须 是 常数 , 并 且 f(5) 处 在 P" 的 (k 一 1) 维 平面 中 , 这 与 我 们 的 非 退 化 假设 
政 盾 。 
现在 , 设 5(z) = p(z):v(2) 是 的 另外 一 个 提升 。 那 么 ， 


VY =p vp 


因此 ， 
V AVG = pp (VA), 
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Figure 7 


并 且 一 般 有 
VA 人 :DE) = pi.UA: AU。 
类 似 地 , 设 岂 是 3 上 的 另 一 个 局 域 坐 标 。 那 么 ， 


Ov 时 Dz Du 
Ow Ow Oz’ 
并 且 因 此 
A 0 (A 
人 Ow Ow Oz 
一 般 地 , 我 们 将 得 到 ， 
人 
Duk \Ow Oz 


并 且 因 此 ff 有 明确 的 定义 。 

几何 上 , 对 满足 v(2) 人 入 … 和 人 入 v 罗 (2z) 关 0 的 点 z€ 95, 天 维 平面 有 (z) CP" 是 唯一 在 z 处 
与 f(S) 有 至少 上 十 1 阶 切 触 的 k 维 平面 , 称 为 切 触 不 维 平面 。 对 平面 曲线 三 : 3 一 P", 映 
射 有 :5 一 PX 就 是 把 ze€ 5 变 成 f(z) 处 f(5) 的 切线 的 Gauss 映射 , 切线 及 (5) 称 为 了 的 
对 偶 曲 线 , 通常 写作 f*+。 注 意 , 即使 在 f(5) 的 奇异 点 zo 处 , 由 本 节 开 始 的 注释 知道 , 切线 
也 有 明确 的 定义 。 实 际 上 ， 甩 (20) 对 应 于 wo 处 通常 所 谓 的 切线 : 在 邻近 点 处 切线 的 极限 位 
置 。( 见 图 7。) 


分 收 


设 厂 :5 一 名 是 任意 曲线 , 在 欧 氏 坐标 下 在 f(z0) 的 邻 域 由 户 (z),…, f(z) 给 出 。 我 
们 定义 了 在 的 分 歧 指标 B(20) 为 Jacobi 矩阵 (9 广 /6>z ,9 记 /6z) 等 于 零 的 阶 次 , 即 ， 


ee 国人 


显然 , 当 且 仅 当 映射 了 在 zo 处 光滑 时 ，B(zo) = 0; 一 般 地 ，B(z0) 是 了 在 2 处 奇异 性 的 量 
度 。 
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定义 分 时 指标 的 另 一 种 方法 如 下 。 设 w 是 P* 上 Fubini-Study 度量 的 伴随 (1,1) 形 
式 。 那 么 ，8(zo) 是 唯一 的 整数 , 使 得 


ea 


fe | 一 2280co) . h(z) .dz A dz, 


其 中 , h(z) 是 Ce 的 且 在 zo 处 非 零 。 为 了 说 明 这 两 个 定义 的 确 等 价 , 设 v(z) 是 2 处 大 的 
任意 提升 。 那 么 , 我 们 得 到 ， 


ro = odog l(a 

re 

0 (人) 
WE 


三 ee (5 dz 人 qz 


V 一 1 1 
Tp [viv; 一 oj 人 dz A dz。 
:5 


特别 是 , 我 们 可 以 取 提升 为 
v(Z) =e bi fi1(2), at fn(2)]; 
于 是 ， 
3 2 (> DES DA | 


i#j 


并 且 因 此 显然 有 
下 人 一 20|226o) . h(z) dz Adz, 

其 中 , 象 原来 主张 的 那样 ，8(zo) = min(ord;,(f/))。 

现在 , 我 们 不 但 考虑 曲线 f : S 一 P” 的 分 时 指 标 8(z), 而 且 考虑 其 伴随 曲线 的 分 此 指 
标 Bi(z)。 为 了 使 得 数目 Bi(z0) 对 一 个 给 定点 zo E 5S 可 计算 , 我 们 可 以 如 下 把 曲线 放 在 zo 
处 的 正规 形式 中 : 

写 出 f(z) = 5(2)] = [vo(2),… ,vn(z)], 其 中 wv(z0) 关 0。 在 Cn 中 进行 坐标 的 线性 变 
换 后 , 我 们 可 以 取 


v(z0) > (1,0,:.. ,0)。 


(v1(2),** ,vn(2)) = (2 — z0)" (v1(2), + , vn (2)), 


其 中 ( 员 (20),…, 避 (zo)) 天 0。 现 在 , 在 C*+l 中 做 后 n 个 坐标 的 线性 变换 , 使 得 (v1(20),: 
1,0,.…,0); 我 们 写 出 


(C03 2) Vn (2)) = (2 = 20) 2 (v2 (2)7 Vn (2)), 
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其 中 ，(o2(z0)…,u2(z0 和 0。 我 们 在 Cn+ 上 对 后 mn 一 1 个 坐标 进行 变换 , 使 得 (v2(z0),:…， 
22(20)) = (1,0,…,0), 并 且 继 续 如 此 进行 , 最 后 , 我 们 得 到 C?+1 的 一 个 坐标 系 , 其 形式 为 


v(Z) SE (GE 0 ee EA 


i (z es So) rom 十 SS )。 


这 就 称 为 曲线 f 在 2 附近 的 正规 形式 ; 由 此 我 们 得 到 ， 反 (20) 是 由 来 自序 列 v(zo),w(zo)， 
内 (z0) 的 前 大 十 工 个 线性 独立 的 矢量 张 开 的 杰 。 把 曲线 变 为 正规 形式 等 于 选择 C?+1 的 
一 组 基 eo, … ,en 使 得 f(z0) 由 {eo ,en 张 成 。 

现在 , 用 出 现在 正规 形式 的 指数 qj,… ,a 的 方式 , 我 们 计算 上 在 2 处 第 k 阶 伴随 曲 
线 的 分 歧 指 标 Bi(20): 假定 2 = 0, 通过 改变 第 一 个 元 vo(z) 三 1 来 归 一 化 齐 次 矢量 , 并 且 因 
此 写 出 


v(z) 一 (1 SPO Ot oe Me a .) 
) ) ) ) * 


于 是 f(z) 的 齐 次 坐标 是 下 列 和 矩阵 的 (Kk 十 1) x (十 1) 子 式 的 行列 式 : 


v(z) 二 ZI+ol 十 .….. 22+ol+oa2 十 . ... Ztotton 十 . 
v'(z) 0 ( 工 十 al)zca 十 …: 
二 0 


在 0 处 到 最 少 阶 行列 式 等 于 零 的 子 式 显然 是 左边 的 子 式 An， 石 = {1,…,k 二 1}, 并 且 
因此 我 们 可 以 把 加 附近 大 (5) 上 的 欧 氏 坐标 取 为 商 {|Az|/|Asl}z; 在 0 处 到 最 小 阶 行列 式 
等 于 零 而 不 是 Ay 的 子 式 为 Aj，J = {1 ,大 大 十 2 并 且 因此 z0 处 有 的 分 歧 指 标 是 


x (I) 


等 于 零 的 阶 次 。 现 在 , 我 们 得 到 ， 


al 十 1 0 天 十 Q 一 1 十 :十 Qk-1l 
1 : 
|Ar(z)| 一 zkoaal+…+ap . ) a 
且 
ad 十 1] 2 十 Q 一 工 十 十 OK 


IAJ(z)| 一 Ra 十 … 十 QR 十 Qi 二 1 十 oe 1) ， 人 
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而 且 因为 出 现在 右边 的 行列 式 都 不 等 于 零 , 所 以 


IAy(2)| 
< 1 
ord (站 全 QKA+1 十 二 ， 


因此 ， 


Br(20) = Qkp+ln 


一 般 Pliicker 公式 I 


现在 , 我 们 的 目的 是 把 曲线 f : 5 一 P" 的 伴随 曲线 fh 的 两 个 不 变量 联系 起 来 : 
反 :5S 一 P(A*TIC"?+1) 的 次 数 di( 或 者 , 当 愿 意 把 fi 看 作 到 G(k 十 1,n 十 1) 的 映射 时 ， 
与 Schubert 闭 链 oj 的 相交 数 , 即 ，S C P” 的 切 触 无 维 平面 与 也 中 (2 一 一 1) 维 一 般 平 
面相 交 的 数目 ) 和 fi 的 总 分 歧 Bk 它 定义 为 所 有 z < S 上 Br(z) 的 和 。 我 们 通过 考虑 
P(A*+1C"*+1) 上 保证 度量 的 5 的 拖 回 琅 (dqs?) 来 讨论 。 一 方面 , 除了 的 奇异 点 外 ， 扩 (ds?) 
是 S 上 的 度量 , 并 且 因 此 通过 Gauss-Bonnet 那 种 类 型 的 讨论 , 我 们 可 以 把 S 上 它 的 曲率 形 
式 的 积分 表示 为 5S 的 亏 格 和 Bi 的 函数 ; 另 一 方面 , 我 们 可 以 直接 计算 它 的 曲率 形式 , 并 且 
把 它 与 各 种 伴随 曲线 的 次 数 di 联系 起 来 。 

首先 , 我 们 称 Riemann 曲面 的 切 从 上 的 半 正 定 内 积 yp 是 履 度 量 , 如 果 它 在 局 域 上 定义 


为 
w= h(z): dz ® dz, 
其 中 ， 
h(z) = |z|™ . ho(2) 
满足 


ho(z) > 0。 
我 们 称 y 在 z= 0 处 有 阶 次 为 v 的 零点 , 并 且 写 作 ordy(w) = v; 除 子 


D, = > ordp(O) “Dp 


pES 
称 为 厅 度 量 y 的 奇异 除 子 。 实 际 上 ,yp 在 线 从 T'® [Du 上 定义 了 一 个 忠实 度量 : 如 果 我 们 
把 T'@ [Ds] 的 截面 与 p 处 至 多 有 ordy(y) 次 极点 的 亚 纯 矢 量 场 0 = f(z) (9/0z) 等 价 , 那 
么 内 积 


(0,0) = |f (a0. h(z) 
将 是 明确 定义 的 度量 。 现 在 ，y 的 曲率 形式 9, 在 看 作 T'@ [Ds] 上 的 度量 后 , 由 


© = —001logh(z) 
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给 出 , 并 且 因此 从 第 141 页 的 命题 得 到 ， 


=| 2 
= 2—2g+deg(D,)。 


特别 是 , 如 果 我 们 把 yp = 万 (ds?) 取 为 由 P(A 人 TC*+1) 上 标准 度量 的 fh 的 拖 回 , 那么 ， 


pES 
并 且 因 此 如 果 9 是 2 的 曲率 形式 , 那么 ， 
v1 /6 
3 


27 


=2—2g+ pbk。 


现在 , 问题 是 直接 计算 春 度 量 太 (ds?) 的 曲率 形式 。 设 w 是 PP" 上 伴随 于 Fubini-Study 
度量 的 (1 1) 形式 ; 设 v(z) 为 如 前 的 了 的 一 个 提升 , 并 且 设 Ak(z) = v(2z) 人 人:… 人 v0(z) € 
As+C"+l。 那 么 , 我 们 得 到 


无 穷 小 Pliicker 公式 : 


Ax_1ll* :A a 一 
Axl Aen YL1 AT 


证 明 : 首先 注意 到 , 右边 的 表达 式 不 依赖 于 提升 的 选择 , 正如 它 所 必需 的 那样 。 现 在 , 如 果 
0(z) = p(z)v(z) 是 另 一 个 提升 , 那么 我 们 得 到 ， 


二 pi:v+p.v, 


一 /1 / 


第 ”三 pvt2 pvp 


k+l1 k+l1 
YetD) 一 pot ( ) ov 人 ) emp. 


特别 是 , 我 们 发 现 , 我 们 可 以 找到 p(zo) 关 0 的 函数 jp, 使 得 YW+D(z0) 与 v(20),v (20),…,v( 罗 (z0) 
正 交 , 并 且 因 此 与 条 (20), 信 (20),…,$ 罗 (2z0) 正 交 ; 即 , 在 Ajpy1(z0) 关 0 的 任意 点 z0, 我 们 可 
以 选择 一 个 提升 , 使 得 w+D(20) 与 v(20),…,v(z0) 正 交 。 


现在 , 写 出 
RHE 
fr(w) = “0010g Axll 
竺 0 (人 


(人 CAN A)) a 


二 _ 
[AR AN 5 dz N\ dz, 
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其 中 ， 
A 人 =vAUA AvED Av, 

设 W CC 是 v(z0),…,v 中 (zo) 的 线性 张 开 ; 设 WH 表示 Cr+ 中 葬 的 正 交 补 。 那 么 , 分 

解 C*t1=W®@Ve 给 出 作为 内 积 空间 的 As+TC"+1 的 分 解 


ACT OD 4WeATD)， 
p+q=k+1 
并 且 它 在 每 个 因子 AzWi @ AY(Vit+) 上 有 诱导 度量 。 如 果 我 们 假定 vk+0(zo) e Wr, 那么 我 
们 得 到 ， 


AMx(20) E A*+1W, A (20) E A*W ® Ny 


因此 ， 
(Ax(z0), A4.(z0)) 二 0， 
(A%(z0), A (20)) = 1 Ap-aitzo)l2 .lee+5(zo)l2， 

并 且 

(As(zo), Ap(zo)) - (A4(z0), At(zo)) = 1As ai(zo) 妥 .orb(zo)l2 .1Ax(zo)l2 
= |As -ai(zo) 上 2 .1Axsa(zo)l2， 
这 束 证 明了 3 引 理 。 证 毕 
于 是 , 厦 度 量 龙 (ds?) 的 曲率 形式 由 

WE Yl 人 
人 [al 


> —fr_1(%) 村 2fi(w) 一 fis1(w), 
并 且 因 此 由 Wirtinger 定理 得 到 ， 
Vv-1 


27 Ss 
把 它 与 第 一 人 人 9 的 计算 相 比 较 , 得 到 
整体 Pliicker 公式 : 


日 一 一 Mk -1 十 2Qk 一 Qk+lio。 


dx_1— 2dx+ drt = 29—2— bo 
作为 Pliicker 的 一 个 直接 应 用 , 我 们 证 明 可 以 通过 无 变形 性 质 来 表征 有 理 正规 曲线 。 
命题 : 唯一 的 整个 无 分 歧 曲 线 f : S 一 P" 是 有 理 正规 曲线 。 
证 明 : 为 了 去 掉 > 0 的 dj, 我 们 可 以 取 各 种 Pliicker 公式 的 线性 组 合 


也 一 工 多 一 工 


一 月 (di 一 2 二 di 一 >》 人 一 癌 (29 一 2 一 Bi)， 


k=0 k=0 
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并 得 到 ， 
> _( — kB: = (n+1)d+n(nt+1)(g— 1)。 
特别 是 , 如 果 对 所 有 i 有 6; = 0, 那么 ， 


n(n+t+l1)(g—1)<0=>g=0, 


并 且 因 此 从 这 个 公式 看 出 ， 
一 (n+1)d=—n(n+1), 


即 ，d ==n 且 曲 线 S 是 有 理 正规 曲线 。 证 毕 


一 般 Pliicker 公式 II 

现在 我 们 希望 给 出 一 般 Pliicker 公式 的 第 二 种 证 明 , 虽然 它 不 容许 局 域 对 应 , 但 是 有 更 
多 的 几何 特征 。 

设 f:C 一 P? 是 非 退 化 曲线 ,wv(z) 是 了 到 Ci 的 提升 , 并 且 如 前 把 各 种 特征 表示 出 


来 : 
Aj(2) = oz) 和 AAAut(z) E ATIC 
fh : CoGK=1,n+1)cPAC"t), 
dh 2 Ue (ON PA 
a #(fi(C) Ol)G(ktLnt1) 
Be Oy 
zEC 

为 了 方便 , 设 


| 
m= dim P(A*+C"+!) = 人 1 一 1。 


设 Vm_2 是 了 ACT 中 的 一 般 (m 一 2) 维 平面 , 与 C 不 相交 , 并 且 考虑 由 从 Vi_2 到 直 
线 上 的 投影 f(C) 得 到 的 映射 


Tv:C 一 严 。 


Try 的 叶 数 显然 就 是 有 (CO) 的 次 数 di; 那么 , 由 Riemann-Hurwitz 公式 得 到 ， 


20 一 2 一 一 2dk 十 从 ， 


其 中 ,你 是 rv 的 分 支点 的 数目 。 
为 了 计算 Tk, 把 映射 fr 放 在 20 EC 处 的 正规 形式 中 : 


fr(2) = [+ (zt (0) 


(这 里 的 指数 和 Y 是 fi 的 第 (i 一 1) 次 伴随 曲线 在 z 处 的 分 歧 指标 ; 因此 , 和 = Bk(z0), 而 剩 下 
的 整数 yo,… 与 它 的 行为 无 关 。) 从 这 个 正规 形式 我 们 知道 , 当 超 平面 万 -> f(z0) C P™ 
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含 2 处 大 (C) 的 切 触 1 维 平面 而 不 包含 切 触 (1 十 1) 维 平面 时 ，zo 正好 是 阶 次 为 
(Yi 十 … 十 加 十 1 一 1) 的 rv 的 分 文 点 。 特 别 是 , 如 果 我 们 选择 足够 一 般 的 Vn_2 一 一 即 ， 
使 得 ,2 不 在 任何 平稳 点 fi 处 与 大 (C) 的 切线 相交 , 并 且 不 与 及 (OC) 的 任意 点 的 切 触 2 
维 平面 相交 于 一 条 直线 一 一 那么 ， 太 (C) 的 奇异 点 加 将 是 映射 zy 的 阶 次 为 Bi(20) 的 分 文 
点 ; 同时 , 如 果 zo 处 访 (C) 的 切线 To(f(C)) 与 Vn-2 相交 ,那么 ， 记 (C) 的 光滑 点 2 将 是 
Try 的 一 个 单 分 支点 , 否则 就 不 是 分 文 点 。 因 此 ，xrv 的 分 支点 的 数目 就 是 fi 的 总 分 歧 指 标 
Br 加 上 访 (C) 的 曲线 与 P" 中 一 般 (m 一 2) 维 平面 相交 的 次 数 一 一 即 ， 太 (C) 的 切 直 纹 面 

Tt ep 


ZEC 


的 次 数 。 
degT(f(O)) 的 计算 基于 一 个 观察 。 f(C) 在 光滑 点 z 处 的 切线 由 矢 
Ax(2) = v2) AV 2) 和 Au 人 (2 


tl 


和 
A’(2) = vz) AvV(Z A AvET D(z) Av ET (2) 

张 开 。 因 此 , 切线 

Te(fi(C)) = {lo(2) A AvET D(z) A (Mov® (2) 十 Aioet(2)]}poxjepa 
完全 处 在 Grassmann 流 形 G(k 十 1,n 十 1) C 了 Bm 中 一 一 实际 上 , 它 就 是 P* 中 包含 z 处 了 的 
切 触 (k 一 1) 维 平 面 Ai_1(z) 且 包 含 于 z 处 了 的 切 触 (k 十 1) 维 平面 Aj41(z) 的 无 维 平面 的 
Schubert 财 链 。 因 为 G(k 十 1,n 十 1) C P” 的 超 平面 截面 为 Schubert 闭 链 o1, 那么 我 们 可 
以 写 出 


degT(fi(C)) = #(T(fr(C)): Vin2)pm 

#(T(f(C)) ; ol)ctkHlntD。 
现在 , 由 第 一 章 第 六 节 的 Schubert 运算 得 到 ，o? 同调 于 与 (一) 维 平面 [。, 相交 于 一 条 
直线 的 可 中 的 大 维 平面 的 Schubert 闭 链 wii(TA), 再 加 上 与 (一 大 一 2) 维 平面 FA 
相交 的 维 平面 的 Schubert 闭 链 oo(T 2)。 我 们 还 知道 , 包含 A_1(z) 且 包 含 于 Axial(z) 
的 P" 中 的 上 维 平面 的 团 链 了 ( 友 (0)) C GE 二 1 二 DHT) 将 与 Schubert 财 链 oz(T >) 相 
交 , 当 且 仅 当 Ts 与 Apy1 有 一 个 公共 点 , 使 得 了 ( 廊 (O)) 与 G(k 十 1,n 十 1) 中 oo 的 相交 
数 就 是 第 (十 1) 阶 切 触 平面 与 一 般 (n 一 一 2) 维 平面 了 ,i_s C P" 相交 的 点 ye C 的 数 
目 , 即 , 第 (k 十 1) 阶 伴随 曲线 有 .1(O) 的 次 数 dj41。 类 似 地 , 当 Aj_1(z) 与 有 一 个 公共 
点 时 , 了 (f(O)) 与 团 链 on1(Tw_j) 正好 相交 , 因此 ，T( 反 (CO)) 与 oil 的 相交 数 为 第 (太一 了 
阶 切 触 平面 与 一 般 (n 一 ) 维 平面 Tc P" 相交 点 z € CO 的 数目 , 即 , 第 (k 一 1) 阶 伴随 曲 
线 的 次 数 d;_1。 因 此 , 我 们 得 到 ， 


degT(fr(C)) CP™ = #(T(f.(C)): (on1+ 02))e(tint) 
= dk 1 十 QT 
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并 且 因 此 rr 的 分 支点 数目 由 


TK = Okt dpi dk+l 
给 出 。 于 是 , 从 Riemann-Hurwitz 公式 , 我 们 得 到 一 般 的 Pliicker 公式 : 


20 二 2 一 —2d. 十 7 天 
—2dk + Okt dpi1t+ dprie 


Weierstrass 点 


一 般 地 , Pliicker 公式 研究 的 是 曲线 的 外 在 不 变量 。 但 是 , 从 典范 曲线 5 的 射影 不 变量 
对 应 于 5 的 内 在 性 质 这 个 一 般 原理 , 我 们 可 把 Pliicker 公式 应 用 到 典范 曲线 并 且 如 下 计算 
Riemann 曲面 上 Weierstrass 点 的 数目 。 

设 5 是 亏 格 为 g 的 Riemann 曲面 p € 5S 是 任意 点 , 并 且 考 虑 伴随 于 除 子 :pp,k 二 
1,2,… 的 线性 系 。 由 Riemann-Roch 公式 我 们 知道 , 对 开关 2g 一 1 有 (kp) = 一 g 十 1， 
并 且 一 般 有 


pe ho((k 一 1)p) 十 1， 如 果 存 在 fe .NM(5) 使 得 (f)% = kp， 
ho((k — 1)p), 如 果 不 存在 fe .NM(S) 使 得 (f)w = kp。 


因此 , 正好 存在 g 个 正 整数 a1,.…,ay 使 得 在 3 上 不 存在 (月 。 = aip 的 亚 纯 函数 f。 这 些 
整数 ol < aa <… < av 称 为 点 PE 5 的 间隙 值 。 
现在 , 我 们 可 以 预期 , 对 一 般 的 pe 5, 所 有 的 除 子 kp 将 是 规则 的 , 即 ， 


j(iD) = | 


1, k<y, 
太一 9 十 | 天 之 9) 


使 得 
Qi=1, 7 一 1 9。 

我 们 称 点 p 为 5S 的 Weierstrass 点 , 如 果 任 意 除 子 ip 是 不 规则 的 , 或 者 换 句 话说 , 如 果 存 在 

S 上 的 亚 纯 函数 f, 它 在 5S 一 {p} 上 全 纯 , 在 p 处 有 阶 次 < g 的 极点 。 我 们 把 Weierstrass 点 

2 的 权重 取 为 


其 中 , w 是 pe 5 的 间隙 值 。 例 如 , 如 果 5 是 加 (2p) = 2 的 超 椭圆 曲线 , 那么 ，2 的 间隙 值 
为 


Qi = 27—1, 


并 且 p 称 为 超 椭圆 Weierstrass 点 ; 在 标 度 的 男 一 端 , 权重 为 1 的 点 p 的 间 际 值 为 


2 


一 一 即 , 点 2 有 来 自 所 预期 的 方式 的 最 小 微 商 


并 且 点 p 称 为 5S 的 正规 Weierstrass 点 。 
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我 们 可 以 用 另 一 种 方法 来 表征 非 超 椭圆 Riemann 曲面 $ 上 的 Weierstrass 点 。 设 
C Cp! 为 5 的 典范 曲线 。 那么 , 由 Riemann-Roch 公式 的 几何 描述 , 对 任意 点 p € C， 
ho(gp) > 1 当 且 仅 当 点 pe€ C 和 它 的 前 g 一 1 个 微 商 不 能 张 开 所 有 的 P91, 即 ，p 为 5S 的 
Weierstrass 点 当 且 仅 当 它 是 C 的 任意 伴随 曲线 的 一 个 奇异 点 。 确 切 地 说 , 在 中 心 位 于 p 周 
围 的 局 域 坐标 z 下 , 如 果 上 典范 映射 or 为 


1 十 al 2 二 Ql 十 a2 十 


Rr , 29 1tot "tog 十 


那么 p € 5 的 间 际 值 为 


CT 二 1, 
Q2 二 2 十 CQ1， 
Q3 一 3 十 Qi 十 Q2， 
Qg 三 9 十 Ql 十 Q2 + 上 Go 一 1， 
并 且 2 的 权重 为 
g—1 
W(p) = >》_(g9— Ka 
k=1 
9 一 2 


(g —%k—1)6:(p). 
k=0 
现在 , 通过 应 用 有 理 正规 曲线 的 讨论 中 得 到 的 Plicker 公式 , 我 们 可 以 计算 5 上 
Weierstrass 点 的 数目 : 设 d= 2g 一 2 和 n ==g 一 1 后 , 我 们 得 到 ， 


>_(9—k—1)8:=9(29—1)+(9—1)9(9—1)= (9—1)g(9+1), 

即 , 亏 格 为 g 的 Riemanmn 曲面 上 Weierstrass 点 的 总 权重 正好 是 (g 一 1):g:(g 十 1)。 

Weierstrass 点 的 意义 在 于 它们 是 Riemann 曲面 上 “被 标记 ”的 点 , 即 , 内 在 定义 的 点 。 
例如 , 我 们 可 以 利用 最 后 这 个 结果 来 证 明 
定理 : 亏 格 > 1 的 任意 Riemamm 曲面 S 只 有 有 限 个 自 同 构 。 
证 明 : 5 的 任意 自 同 构 必 须 置换 它 的 Weierstrass 点 ; 因为 这 些 点 只 有 有 限 个 , 所 以 讨论 
固定 9 的 每 个 Weierstrass 点 的 9 就 足够 了 。 现 在 假设 9 是 非 超 椭圆 的 。 首 先 , 注意 到 由 
Clifford 定理 , 对 任意 点 p € 9, 得 到 


k 


因此 ， 


Riemann 曲面 和 代数 曲线 : Pliicker 公式 247 


和 


< Sy 
< 


并 且 因 此 S 上 不 同 的 Weierstrass 点 的 数目 至 少 为 


(g—1)(g+1) 2g(g+1) 
9-1)G-2 9-2 > 9 
现在 , 假设 9 是非 超 椭圆 的 , 并 且 设 C 是 9 上 典范 曲线 。 那 么 , 任意 5 的 自 同 构 由 固 

定 C 的 了 -的 自 同 构 所 诱导 ; 设 7 :了 Po- 一 了 -1 是 这 样 固定 5 的 每 个 Weierstrass 点 的 自 
同 构 。 于 是 , 7 保持 在 每 个 Weierstrass 点 p; 处 所 有 的 切 触 平面 ; 特别 是 , 如 果 我 们 设 Vi 是 
pi 处 C 的 切 触 (g 一 3) 维 平面 , 那么 , 7 保持 Vi 和 包含 VV 的 超 平面 束 {HH}hep1。 假 设 VV 包 
含 C 的 不 是 p; 的 其 它 上 个 点 。 那 么 , 包含 Vi 的 任意 超 平面 与 处 在 Vi 中 的 C 有 k++g 一 2 
个 相交 点 , 并 且 因 此 至 多 包含 Vi 外 的 g 一 上 个 Weierstrass 点 。 但 是 , 在 太 以 外 至 少 有 


Do 


个 C 的 Weierstrass 点 。 因 此 , 至 少 三 个 超 平面 {Hi}aep! 包含 Vi 外 的 Weierstrass 点 , 并 且 
因此 它们 被 7 所 固定 ; 所 以 , 7 固定 了 每 个 超 平面 HH;, 并 且 因 此 了 有 有 限 阶 次 , 这 是 因为 C 
的 超 平面 截面 是 有 限 的 。 

现在 假设 7 的 阶 次 为 &, 并 且 考 虑 5 在 自 同 构 群 {5} 下 的 商 曲 线 39。 投影 映射 六 把 9 
表示 为 5' 的 a 叶 履 盖 , 其 中 每 个 Weierstrass 点 是 一 个 (d 一 1) 重 分 支点 ; 那么 , 我 们 得 到 


20 一 2 qd(29(9) — 2)+ (d—1)(2g9+2) 


之 
> (d—1)(2g— 2)+24d.:g(S)+2(d— 2), 


所 以 d> 2 全 9(9)=0 且 4d= 2 即 5 是 超 椭圆 的 。 因 此 , 如 果 5S 是 非 超 椭圆 的 , 那么 ， 
固定 5 的 Weierstrass 点 的 任意 自 同 构 是 恒 等 元 , 并 且 因此 在 这 种 情况 下 证 明了 定理 。 

在 9 是 超 椭 圆 的 情况 下 ，5 的 任意 自 同 构 由 C C P9-! 模 超 椭圆 对 合 后 给 出 ; 但 是 C 
是 有 理 的 , 并 且 因 此 固定 C 的 20 十 2 > 3 个 Weierstrass 点 的 任意 自 同 构 是 恒 等 元 。 证 毕 


现在 , 设 5 是 亏 格 9 > 3 的 Riemann 曲面 。 由 上 面 最 后 的 结果 , 如 果 5 的 确 有 自 同 构 ， 
那么 它 有 阶 次 为 素数 p 的 自 同 构 p。 设 3 是 3 与 自 同 构 群 {yp;} 的 商 , 上 且 9 是 8 的 亏 格 。 
因为 2 的 任意 帘 yp’ 的 固定 点 是 y 的 固定 点 , 所 以 商 映 射 T: 9 一 5' 的 分 文 轨迹 直接 由 相 
当 多 的 (p 一 1) 重 分 支点 组 成 ; 并 且 , 为 了 把 3 确定 到 有 限 的 选择 , 我 们 必须 直接 确定 曲 
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面 3 以 及 .53' 上 的 天 个 点 。 它 总 共有 39' 十 3 十 大 个 参数 ; 但 是 现在 , 由 Riemann-Hurwitz 公 
式 得 到 ， 


2g—2=p(2g —2)+k(p— 1), 


即 ， 
全 2 二 2 一 PC29 -2 _ 29-2p9 ,, 
p—1 p—1 L o 
因此 , 我 们 至 多 得 到 
2g — 2pg’ 
3 
p—1 


个 5 的 参数 ; 并 且 因 为 我 们 必须 满足 g > (1/p)(9 一 1) 十 1 > 3(9 十 1), 所 以 这 个 数 比 3g 一 3 
小 。 因 此 , 我 们 得 出 结论 : 


亏 格 g 之 3 的 一 般 Riemann 曲面 没有 自 同 构 。 


用 本 质 上 相同 的 方法 , 读者 可 以 验证 , 亏 格 9 > 2 的 Riemann 曲面 的 自 同 构 不 超过 
84(g 一 1) 个 。 

关于 Weierstrass 点 的 最 后 注 记 : 通过 参数 计算 我 们 可 以 知道 , 亏 格 9 > 3 的 一 般 
Riemann 曲面 没有 间隙 值 为 a; > i,i < g 的 Weierstrass 点 。 为 此 , 假设 它 不 成 立 即 一 
般 Riemann 曲面 9 包含 dim|(g 一 1)p| 1 的 点 p。 那 么 ,5 可 以 表示 为 Pi 的 一 个 (g 一 1) 
叶 窗 盖 , 其 中 p 作为 阶 次 为 g 一 2 的 分 支点 而 出 现 ; 这 个 映射 的 分 文 轨 迹 由 (9 一 2)p 加 上 


29 22 


个 其 它 数 组 成 , 并 且 因此 依赖 于 3g 一 1 个 参数 。 于 是 ，5 至 多 依赖 于 3g 一 1 一 3 二 3g 一 4 
个 参数 , 出 现 矛 盾 。 同 样 , 读者 可 以 验证 , 通过 计算 有 (9 十 1) 重 切 线 的 亏 格 为 "的 9 二 II 次 
平面 曲线 的 参数 数目 , 亏 格 9 > 3 的 一 般 Riemann 曲面 不 包含 dim |(g 十 1)p| 宕 3 的 点 p。 
这 两 个 结论 合 起 来 表明 , 亏 格 g > 3 的 一 般 Riemanmn 曲面 只 有 正规 Weierstrass 点 。 


平面 曲线 的 Pliicker 公式 

现在 , 我 们 来 讨论 平面 曲线 的 射影 不 变量 。 它 要 用 到 的 方法 与 前 面 所 使 用 的 有 些 不 同 : 
我 们 这 样 推导 的 Pliicker 公式 远 远 不 只 研究 来 自 映射 f 的 局 域 性 质 的 曲线 f : 9 一 P" 的 奇 
异性 。 但 是 我 们 已 经 看 到 , 平面 曲线 f : 5 一 P? 被 来 自 了 的 整体 性 质 的 奇异 性 一 一 比如 结 
点 一 一 所 控制 , 但 是 它们 远 远 不 能 反映 在 我 们 的 一 般 公 式 中 。 为 了 得 到 相当 大 范围 的 应 用 ， 
我 们 将 用 传统 奇异 性 来 讨论 P? 中 的 曲线 , 现在 我 们 给 出 定义 。 
定义 : 我 们 称 曲 线 f : 85 一 P? 有 传统 奇异 性 , 如 果 每 个 点 pe 5 是 下 列 之 一 : 

1. 规则 点 , 它 是 上 和 对 偶 曲 线 f* 的 光滑 点 。 在 这 样 的 点 ，Bo(p) = B1(p) = 0, 并 且 / 
有 局 域 正 规 形 式 


f(2)= [1,zd+. ,2 + 
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<4 一 
pk 


Figure 8 


2.f 的 首 通 拐点 ; 即 , 有 三 阶 切 触 切线 的 了 的 光滑 点 。 在 正规 形式 中 ， 


f(z) = [1 十 … ,如 十 …]， 
f°(z) = 上 了 ,22 十 2 十]。 


3. 上 的 尖 点 , 即 , 下 列 正规 形式 的 f 的 奇异 点 : 
f(2) = [1,2 + 二] 


因此 , p 是 f 的 扬 点 舍 p 是 7 的 尖 点 。 

4. 大 的 双 切 线 , 即 , 不 是 拐点 且 在 某 些 点 4 夭 Dp 处 也 有 简单 切线 的 点 。 

5.， 玫 的 普通 二 重点 , 即 ，f 的 两 个 非 奇 异 分 支 横 截 相交 的 点 。 显 然 , p 是 f 的 双 切 线 
合 p 是 f* 的 普通 二 重点 。 

注意 一 个 要 点 : 如 果 f : 5S 一 PP? 是 任意 平面 曲线 ，f* : S 一 PX* 是 它 的 对 偶 , 那么 , 对 
点 z0 € 5, 切线 六 (0) E P* 是 当 z 一 20 时 割 线 f(z0)f(z) 的 极限 位 置 。( 见 图 9。) 类 似 地 ， 
(jx(z0) 一 一 即 P? 中 对 应 于 六 (zo) 处 产 (S) C P* 的 切线 的 点 一 一 是 > 一 2 时 > 和 20 处 
了 (5S) 的 切线 相交 的 极限 位 置 , 当然 是 在 zo 处 了 。 于 是 我 们 得 到 , 对 偶 的 对 偶 的 原来 的 曲 
线 。 

现在 , 假设 f :5S 一 P? 有 传统 奇异 性 , 并 且 设 C = (5), C* = 7(S)。 采 用 下 列 符号 : 

9 二 5S 的 亏 格 ， 

d= degC, 必 = deg 0”, 

b = 二 C 的 双 切 线 数目 ，W* = 0* 的 双 切 线 数 目 ， 

f= C 的 抛 点 数目 ，f* = 0* 的 拐点 数目 ， 

二 0 的 尖 点 数目 ， 必 = C* 的 尖 点 数目 ， 


0=C 的 二 重点 数目 ，6* = C* 的 二 重点 数目 ， 
我 们 得 到 下 列 关系 : 


让 


Riemann 曲面 和 代数 曲线 : Pliicker 公式 250 


f (zo) 


Figure 9 


ET 


昌 定 义 ，C 的 对 侦 的 次 数 一 一 通常 称 为 C 的 分 类 一 一 是 C* 与 P* 中 一 般 直 线 相交 点 
的 数目 , 即 , 包含 一 般 点 pe P? 的 C 的 切线 数目 。 设 p 是 这 样 的 点 , 并 且 进 一 步 假设 p 不 
处 在 C 的 任意 奇异 点 处 的 C 的 切线 上 。 选 择 P2 上 的 坐标 [Xo, Xi Xa] 使 得 p = [0,0,1]; 如 
果 C 在 这 些 坐 标 下 作为 多 项 式 g(Xo, Xi Xs) = 0 的 轨迹 而 得 到 , 那么 通过 的 C 的 切线 
正好 对 应 于 C 的 光滑 点 , 使 得 (0g/0X)(q) = 0。 现 在 , 切线 C' = (99/60Xs = 0) 的 次 数 为 
d 一 1, 并且 通 过 C 的 二 重点 和 尖 点 , 它们 的 多 重 数 分 别 为 2 和 3。 因 此 ，C' 与 C 的 光滑 点 
的 相交 点 数目 为 (C .0) 一 26 一 3k; 即 ， 


六 a= 


类 似 地 , 考虑 从 p 到 直线 上 CO 的 投影 映射 +。7 把 C 表示 为 P! 的 a 叶 才 六 ,并且 因 此 我 们 
得 到 ， 


x(S)=2—2g=24d—)b, 
其 中 , b 是 映射 ro 了 :5 一 Pi 的 分 文 点 数目 。 现 在 , 就 象 在 亏 格 的 原始 公式 的 讨论 中 一 
样 ，C 的 光滑 点 4 是 x of 的 分 支点 , 当 且 仅 当 (6g/0X2)(9) = 0; 因此 , 在 C 的 光滑 点 中 ， 
有 d(d 一 1) 一 26 一 3k 个 xof 的 分 支点 。 男 外 ,我们 还 得 到 , 虽然 对 应 于 C 的 普通 二 重点 
的 5 的 任意 点 都 不 是 roj 的 分 支点 , 但 是 C 的 每 个 尖 点 是 3 的 1 阶 分 支点 。 因 此 ， 
b = d(d—1)—20—3k4—k 
= d(d—1)— 26— 2, 


并 且 因此 ， 
2—2g=2d—d(d—1)+25+2k 
(x**) 0 一 2 6 
把 关系 (*) 和 (**) 再 应 用 到 对 偶 曲 线 C*, 我 们 得 到 经 典 Phiicker 公式 .: 
Et ed a SEY 


a i 
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在 后 面 , 当 我 们 把 Riemann 曲面 5S 的 典范 从 表示 为 平面 中 有 传统 奇异 性 的 a 次 曲线 
C 时 , 要 用 到 上 面 的 公式 。 为 此 , 设 f:5 一 和 7:C 一 Pi 如 上 ,并且 讨论 亚 纯 1 形式 
ad(Xi/Xo) 的 5 的 拖 回 w。 首 先 , w 在 C 与 直线 Xo = 0 的 交点 上 有 二 重 极点 ; 因此 ， 


(wj = f°(2H). 


现在 , 考虑 由 齐 次 多 项 式 0g/0X2 (9 如上) 给 出 的 截面 ce H?(P2((d 一 1) 瑟 ))。 在 C 的 奇异 
轨迹 以 外 , 有 


(w)o = (f°0); 
另 一 方面 , 在 C 的 普通 二 重点 p = f(gq) = f(q), 虽然 Po 在 9 和 g 都 等 于 零 , 但 是 w 不 等 
于 零 ; 在 C 的 尖 点 p = f(g) 处 , 虽然 fo 直到 3 阶 都 等 于 零 , 但 是 w 将 有 一 个 简单 零点 。 
如 果 DCS 是 C 的 奇异 点 的 逆 像 ( 尖 点 的 逆 像 计算 两 次 ) 于 是 ， 


(w)o Es (f°o) EE D, 


并 且 最 后 得 到 
Ks=(w)0—(w)%= f°((d—3)H)-—D. 
现在 我 们 转 到 某 些 特殊 情形 : 
平面 三 次 曲线 : 设 C 是 非 奇 异 的 平面 三 次 曲线 。 那 么 d= 3,g = 1,K =65=0。 还 有 , 因为 
没有 与 C 相交 四 次 的 直线 , 所 以 双 切 线 的 数目 5 等于零。 类 似 地 , 正规 形式 为 


2 一 [1z 十 2 十] (1 将 0) 


的 任意 一 般 拐点 必然 是 普通 拐点 ( 即 ,，1 = 0)。 所 以 奇异 性 是 传统 的 , 并 且 经 典 Pliicker 公式 
给 出 了 
d=6, f=9。 


九 个 拐点 是 不 同 的 , 并 且 可 以 如 下 找到 : 如 果 0 eC 是 一 个 拐点 , 那么 按照 本 章 第 二 节 的 椭 
圆 积分 的 反 演 的 讨论 , 我 们 可 以 用 参数 把 C 描述 为 


f:C—P, 
其 中 ， 
f (2) 二 (1, Z(2), F(z)], 


f(z) 
2 = 上 CU 
0 


其 中 的 we 五"(C, Q1) 是 生成 元 。 由 加 法 定理 , 点 4, B,C 是 与 直线 的 三 个 交点 这 个 情况 正 


好 是 
fet “+ | “=0() 
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其 中 , A = 广 !(0) 是 C 中 的 格子 。 扒 点 是 4 = B= 0 的 那些 直线 ; 即 , 它们 就 是 九 个 点 


[1, (2), F(z)]， 其 中 3z € A。 


ED 


此 我 们 得 到 来 自 经 典 几 何 的 结果 : 如 果 直 线 工 经 过 非 奇 异 平面 三 次 曲线 的 两 个 拐点 , 那 
么 它 也 经 过 第 三 个 扬 点 。 

注意 , 如 果 C 有 一 个 通常 的 二 
尖 点 , 那么 它 只 有 一 个 拐点 。 


平面 四 次 曲线 : 如 果 C 是 普通 奇异 的 光滑 平面 四 次 曲线 , 那么 C* 的 次 数 为 


点 , 那么 C 的 拐点 的 数目 降 到 三 个 , 而 如 果 C 有 一 个 


四 


人 


于 是 我 们 得 到 ， 
2 十 3/ =12.11 一 4= 128。 


另 一 方面 ，C 的 亏 格 为 3, 并 且 由 此 


即 , 5 十 f= 52。 计 算 后 我 们 得 到 ， 
f = (20+3f)— (20+27) 
= 128 一 2.52 
= 24 


和 


大 三 (人 二 3 六 三 (年 
:0 
= 8 


即 ，C 有 24 个 拐点 和 28 条 双 切 线 。 在 第 四 革 第 四 节 我 们 将 看 到 , 光滑 平面 四 次 曲线 的 28 
个 双 切 线 在 为 一 种 背景 下 重新 出 现 。 
一 般 地 , 如 果 C 是 有 传统 奇异 性 的 4 次 光滑 平面 曲线 , 那么 ， 


=dd = 
(d— 1)(d—2) 
-1)(d-2 
d 一 5 ， 
因此 ， 


二 
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(dd—1)— Ddd ml)—-2) (一 LUd 一 2 
A 2 2 
因此 ， 
f = (25 十 31) 一 (2 十 2 
= 3d(d—2) 
和 
b = (30+4+3f)— (20+437) 
. sdd + D)(d— 1)(d -2) 4d(d — 2). 
5. 对 应 
定义 和 公式 


两 条 曲线 C 和 C' 之 间 的 对 应 了 : C 一 0' 把 每 个 点 PE C 与 CI 上 次 数 为 d 的 除 子 
T(p) 对 应 起 来 , 其 中 TT(p) 随 着 p 全 纯 地 变化 。 它 可 以 定义 为 从 C 到 C 的 第 a 次 对 称 积 的 
一 个 全 纯 映射 


C 一 CO， 
或 者 等 价 地 一 一 且 更 常用 地 一 一 定义 为 它 的 对 应 曲线 (直观 地 定义 为 它 的 图 形 ) 


D={(p,9) :9E TH} CC xC 


反 过 来 , 给 定 任意 曲线 D C C x C0', 我 们 可 以 把 伴随 的 对 应 定义 为 


T(p) = 说 D) c Div(0’), 


其 中 , 2:C 一 CxC' 把 g 变 成 (p,q)。 如 果 曲 线 对 应 是 不 可 约 的 , 那么 这 个 对 应 就 称 为 不 
可 约 的 。 
对 应 曲线 为 DC C xC 的 对 应 荆 : C 一 C 的 逆 定 义 为 曲线 


D'’={(g,p):(p,q ED}CC xC 


即 ， 
Tl(g)= > 2 
geT(p) 
给 出 的 对 应 。 
一 些 基 本 的 对 应 如 下 : 
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1. 如 果 {DA} 是 曲线 C 上 无 基点 的 束 , 或 者 等 价 地 是 一 个 分 支 覆 盖 映 射 C - 工 , P, 屠 
么 , 对 每 个 pe C0, 存在 唯一 包含 p 的 除 子 D(p) e {DA}; 我 们 可 以 把 对 应 工 定义 为 


即 , 了 由 曲线 


D={(p,9) :DM 一 p 一 9 之 0, 对 茶 些 CCxC 
给 出 。 注 意 , TT 是 对 称 的 , 即 人 一人 -1。 
2. 如 果 C cC P? 是 光滑 平面 曲线 , 那么 , 我 们 把 对 应 卫 : C 一 C 定义 为 


T(p) = 7»(C):C 一 27， 


即 , 工 由 轨迹 

{(p,9) :p99€7,(C)} 
的 CxC 中 的 闭 集 DD 给 出 。 注 意 , 只 有 当 T,(0) 与 C 在 p 处 相交 多 重 数 为 3 或 更 多 时 , 即 ， 
只 有 P 了 是 C 的 拐点 时 , pe T(p)。 荆 称 为 C 上 的 切 对 应 。 

我 们 关心 的 伴随 于 对 应 的 现象 有 : 

1. 对 应 了 : C 一 C 的 重合 点 是 一 个 配对 (p,q) < C x 0', 使 得 g 在 T(p) 中 的 多 重 
数 为 2 或 更 多 ; 如 果 g 在 T(p) 中 出 现 的 多 重 数 为 (m 十 1), 那么 我 们 称 (p,q) 是 下 的 mm 重 
重合 点 。 在 上 面 的 第 一 个 例子 中 , 如 果 9 是 由 束 {Ds} 和 pp 关 g er-!(r(q)) 给 出 的 映射 
C0 一 > Pl 的 分 支点 , 那么 , 配对 (p,g) 将 是 人 的 重合 点 ; 在 第 二 个 例子 中 , 重合 点 对 应 于 C 
的 双 切 线 。 

一 般 地 , 如 果 了 : C 一 0' 是 由 曲线 CC x 0' 给 出 的 对 应 , 那么 , 重合 点 或 者 是 万 在 
第 一 个 因子 上 的 投影 


癌 


T :万 一 CO 


的 分 支点 , 或 者 是 D 的 奇异 点 。 

2. 从 曲线 到 它 自 己 的 对 应 卫 : C 一 C 的 结合 点 是 pe T(p) 的 点 pe C; 如 果 p 在 T(p) 
中 出 现 的 多 重 数 为 m, 那么 我 们 称 p 是 了 的 多 重 数 为 m 的 结合 点 。 在 上 面 的 例 1 中 , 了 TT 的 
结合 点 p 是 由 {D)} 给 出 的 映射 C 一 Pl 的 分 支点 ; 在 例 2 中 它们 是 C 的 拐点 。 一 般 地 , 如 
果 了 :C 一 C 由 曲线 DCCxC 给 出 , 那么, 结合 点 是 DD 与 对 角 曲 线 入 CC xC 的 交点 。 

3. 两 个 对 应 7T,5 :C 一 0 的 公共 点 一 一 正如 名 称 一 样 一 一 是 q 既 在 了 T(p) 中 又 在 S(p) 
中 的 配对 (p,qg) e C x C'。 如 果 人 下 和 5 由 C xC' 中 的 曲线 万 给 出 , 那么 公共 点 就 是 也 和 
五 的 交点 。 

4. 从 亏 格 为 g > 1 的 曲线 到 它 自己 的 对 应 工 : C 一 C 称 为 价 为 k, 如 果 除 子 


T(p) + hk:p 


的 线性 等 价 类 独立 于 p。 上 面 例 1 和 例 2 的 对 应 的 价 分 别 为 1 和 2。 一般 地 , 对 应 不 需 
要 有 任何 价 ; 如 果 它 的 确 有 一 个 价 , 那么 , 价 是 唯一 的 : 如 果 对 > 已 TCD) 十 hp 和 
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了 T(p) 十 kp 的 线性 等 价 类 都 是 常数 , 那么 将 得 到 , 除 子 (kk 一) .2 部 属于 某 些 线性 系 忆 , 且 
维 数 为 >。 因为 曲线 .s(C) C 严 的 一 般 点 与 任意 超 平面 相交 的 多 重 数 至 多 为 7, 那么 得 到 ， 
r= 二 上 一 k 一 一 但 是 因此 wp(C) 是 有 理 正规 曲线 , 与 g9(C) > 1 的 假设 相反 。 

实际 上 , 最 容易 使 用 的 对 应 了 :CC 一 C 的 性 质 是 了 的 次 数 一 一 即 , 对 应 DDCCxC 的 
曲线 与 垂直 纤维 瓦 = x71(p) CC x C 的 相交 数 #(D. 瑟 ); T-1 的 次 数 万 与 水 平 纤维 
请 二 Xz CC xC 的 相交 数 ; 和 了 的 价 (如 果 它 有 价 的 话 )。 另 一 方面 , 就 象 我 们 将 看 到 
的 一 样 , 为 了 计算 了 的 重合 点 或 结合 点 的 个 数 , 我 们 要 知道 曲线 D C C x C 的 同调 类 。 这 
一 般 是 不 可 能 的 : C x C 上 的 除 子 模 同 调 的 群 


HM(C x C)N H?(C x C0,2) 


有 非常 难 预 测 的 秩 。 要 想 用 某 些 对 应 对 同调 类 进行 有 效 计算 的 是 基本 


引 理 : 设 了 :C 一 C 是 一 个 对 应 ，D C CO x CO 是 它 的 对 应 有 曲线。 那么, 夏 有 价 当 且 仅 当 姜 
同调 于 C x C 的 纤维 马 , 下 和 对 角 曲 线 人 CC x0C 的 线性 组 合 


D~ak+br—kA, 


证 明 : 首先 , 假设 万 ~ aB 十 bF 一 k 人 A。 我 们 首先 主张 ，D 线性 等 价 于 求 和 


G= > ub t+ > biPFy— kA, 


其 中 ，, = 71(p), = 31(9)。 它 从 Kiiunneth 公式 得 到 : 因为 交换 图 


Hi(C x C,Z) 一 Hi(C x C,0) 一 Pic(CxC) —0 
Trix T nix Trix 
Hi(C,Z) ®@ Hi(C,2Z) 一 Hi(C,06)®@ Hi(C,6) 一 Pic"(C) x Pie(C) 一 0 
的 前 两 个 垂直 映射 是 同 构 , 所 以 后 一 个 也 是 同 构 。 现 在 , 如 果 D Cc CxC 线性 等 价 于 上 面 写 
出 的 除 子 G, 那么 对 一 般 的 pe C, 除 子 T(p) = 浊 (D) 线性 等 价 于 除 子 让 (G) = 5 0iq; 一 kp; 
显然 , 因此 T(p) 十 k(p) 的 线性 等 价 类 独立 于 p。 反 过 来 , 假设 对 应 工 的 价 为 k。 写 出 


T(p) +k:p= >》 bigi 


和 
Te (go) )+k: d0 二 >》 aipi 


L=D- >》 au 有 一 >》 太 本 十 KA。 
由 假设 得 到 ，L 到 任意 ma 的 纤维 柬 的 限制 是 平庸 的 , 同样 , 到 xz 的 纤维 Fo 的 限制 
平庸 的 。 我 们 现在 主张 , 在 这 些 情况 下 工 必然 是 平庸 的 ; 这 当然 就 充分 证 明了 引 理 。 


并 且 设 工 是 线 从 
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为 此 , 设 so 是 工 到 丽 。 的 限制 的 整体 非 零 全 纯 截 面 。 那 么 , 对 每 个 pe CO, 将 存在 一 个 Lls, 
的 唯一 整体 截面 t(p), 使 得 tp)(p,9) = so(p, oo); 设 


t(p, 9) = t(p)(q). 
于 是 t+ 是 工 的 整体 非 零 全 纯 截面 , 并 且 因 此 工 是 平庸 的 。 证 上 毕 
注意 , 乍 看 起 来 好 像 价 的 概念 不 大 可 能 存在 的 , 并 且 有 价 的 对 应 将 相对 稀少 。 实 际 上 
正好 相反 : 在 一 般 Riemann 曲面 上 , 没有 无 价 的 对 应 。( 这 里 的 “一 般 ” 的 意思 与 通常 的 稍 有 
不 同 , 马上 就 可 以 看 到 。) 我 们 不 证 明 它 , 但 是 读者 可 以 搞 清楚 为 什么 这 样 : 由 Kiinneth 公 
式 得 到 ， 


H"(O XO) (H"(O)S HO GH™ (O08 H™(0)) 
9( (C)@ HOC) OF"C) BH" (O)). 


表达 式 中 的 第 一 和 最 后 一 项 都 是 一 维 的 , 并 且 分 别 由 纤维 妃 和 下 CC xcC 的 类 生成 。 写 
出 (H10(0C)@ HM(O))@ (HMC)@ HM(C)) 的 一 个 基 , 读者 将 看 到 , 在 不 是 对 角 曲 线 的 中 
间 因 子 中 存在 一 个 整 类 就 要 求 C 的 周期 矩阵 满足 一 定 的 有 理性 条 件 (参见 第 三 章 第 四 节 的 
类 似 计算 ); 因此 , 存在 无 价 对 应 的 亏 格 为 9 的 曲线 集合 应 该 是 所 有 亏 格 为 g 的 曲线 族 的 真 
子 徐 的 可 数 并 集 。 

例如 , 读者 可 以 验证 , 亏 格 为 1 的 曲线 存在 无 价 的 对 应 , 当 且 仅 当 它 有 复 因 子 , 即 , 写作 


Os 
其 中 和 是 由 1 和 Fr 生成 的 格子 , 当 且 仅 当 7 满足 QQ@ 上 的 二 次 多 项 式 。 

现在 , 用 我 们 的 基本 引 理 来 推导 对 应 的 的 三 个 基本 公式 。 要 做 的 第 一 件 事 是 确定 由 
马 , 了 和 人 的 类 张 开 的 HH(C x C,2) 的 子 空间 上 的 相交 配对 。 显 然 , 我 们 得 到 ， 


和 

(Ne Av 
未 确定 的 只 有 人 .和信 。 为 此 , 设 {D、} 是 C 上 的 qd 次 曲线 束 , 并 且 设 TT 是 象 上 面 例 1 中 由 
{DM} 定义 的 对 应 ; 设 DC C x C 是 它 的 对 应 曲线 。 因 为 工 的 价 为 1, 所 以 我 们 可 以 写 出 ， 


D~ab+i+br—A。 


还 有 , 因为 和 TT 的 次 数 部 是 4d 一 1, 所 以 我 们 得 到 ， 


d—1=*#(D.E)=0—1 
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和 


即 ， 


现在 ， 


d—1=#(D.F)=a—!1, 


oo, oi ey, 


荆 的 结合 点 的 数目 #(D .人 A) 就 是 由 {Ds} 给 出 的 映射 C 一 P! 的 分 支点 的 数目 ; 这 是 


d 叶 履 盖 , 由 Riemann-Hurwitz 公式 得 到 ， 


2g—2=—2d+b, 


上 ， 
D~dB+dF—A。 
因此 ， 
2g—2+2d = *#(D.A) 
= d#(E.A)+da#(F.A)—#(A.A), 
= 2d—#(A.A), 
并 且 因此 得 到 ， 
人 :和 人 =2— 2g。 
从 而 相交 配对 为 
#|EF A 
EBI0 1 1 
FIl10 1 
All 1 2—2g 


现在 , 假设 工 是 任意 对 应 , 且 deg(T) = qd,deg(T-1) = qd', 以 及 价 为 k。 如 果 吃 是 工 的 
对 应 的 曲线 , 那么 我 们 写 出 


D~abk+br—kA, 


于 是 , 因为 
d= degT=#(D.E)=0—h, 
和 
d'=degT !=#(D.F)=a—kh, 
所 以 我 们 得 到 ， 
D~(d+hE+(d+hr kA, 
因此 ， 


DN 生计 
= d+d’+2kg, 
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即 ， 
(x) T 有 4d 十 d 十 2kg 个 结合 点 ， 


这 被 称 为 Cayley-Brill 公式 。 
类 似 地 , 如 果 5S 是 由 曲线 G C CxC 给 出 的 另 一 个 对 应 , 其 中 deg(5) = e, deg(5 1!)=@ 
以 及 价 为 1 


G~(e+D)E+(e+DrF-A, 
利用 相交 表 进 行 计算 后 得 到 ， 


#(D.G)= ed +e'd— 20kl, 


(ex) 对 应 人 丁 和 5S 有 ed’ 十 e'd 一 2gkl 个 公共 点 。 


对 应 了 :C 一 C 的 重合 点 个 数 的 计算 略微 难 一 些 。 设 荆 和 DD 如 上 ， 


D~(d+kE+(d+hF -Ek.A, 


如 果 D 是 光滑 的 和 不 可 约 的 , 那么 我 们 可 以 利用 D 的 典范 从 的 伴随 公式 


Kp= (Koexc++ D)|p 


来 得 到 

deg Kp =*#(Koxc: D)+*#(D.D)。 
一 旦 我 们 计算 出 这 些 相交 数 , 我 们 就 可 以 得 到 结果 了 ; 由 Hurwitz 公式 , 投影 I :DD 一 C0 
在 第 一 个 因子 上 的 分 支点 个 数 b 为 


deg Kp = 4d.: deg Kec+b, 
即 ， 


7 一 deg Kp —d.:degKoc 
#(Roxor Dj (D:D) = a = 站 


现在 , 如 果 w,w' 是 C 上 的 全 纯 1 形式 , 那么 C x C 上 2 形式 wiw 信 m2w 的 除 子 为 


(riwo 和 ao]) = 大 (w+ 太 (w)。 


因此 ，Kcxc 的 同调 类 为 


Koxc ~ TKc+nmKo 
00 一 刘 半 08 二 分 六 
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于 是 我 们 得 到 ， 
#(D. Kexc) = (29—2)(d+k)—k(2g—2)+(29—2)(d +k)—k(2g—2) 
= (2g—2)(d+d), 


并 且 通 过 另外 的 直接 运算 得 到 ， 


#(D.D)= 2dd 一 2052。 


2 
= (d+i+d)(2g—2)+2dd — 2gk? — d(2g — 2) 
= 2dd’'+ (2g— 2)d’ — 2gk’, 


即 ， 


(x * *) 对 应 本 有 2dd' 十 (2g 一 2)d’' 一 2gk? 个 重合 点 。 


这 个 计算 容易 推广 到 对 应 人 由 光滑 不 可 约 曲 线 Di C C x C 求 和 所 给 出 的 情况 一 一 那 
时 ， 了 的 重合 点 由 曲线 D; 定义 的 对 应 的 重合 点 , 加 上 和 了 的 对 应 D; 和 DD; 的 公共 
点 (就 象 我 们 将 看 到 的 那样 , 计数 时 多 重 数 为 2) 组 成 , 并 且 容 易 验 证 公式 成 立 。 一 个 相当 严 
重 的 缺点 是 , 所 陈述 的 公式 只 对 光滑 曲线 DD 成立。 因为 不 总 是 这 种 情况 , 所 以 我 们 借用 第 
四 章 第 十 的 几 个 吉 果 来 至 少 看 看 怎样 处 理 D 有 普通 二 重点 的 情况 。 
假设 dC C x COC 有 5 个 普通 二 重点 (pi qi;), 并 且 在 其 它 处 是 光滑 的 。 假 设 DD 在 这 样 的 
E 点 (p,9) 处 的 两 个 分 文 都 不 与 纤维 已 = Xi (p) 相 切 , 那么 (2,9) 将 作为 工 的 一 个 简单 
重合 点 而 出 现 。 从 第 四 章 第 二 节 我 们 看 到 ，D 是 光滑 曲线 刀 经 过 映射 元: 万 一 DCCxC 
的 像 , 这 个 映射 在 DD 的 二 重点 之 外 是 一 对 一 和 光滑 的 一 一 在 二 重点 周围 我 们 直接 把 D 的 
两 个 分 支 分 开 。 还 有 ，Riemann 曲面 D 的 亏 格 为 (参见 第 280 页 ) 


型 


| 


i 


即 ， 
deg Ks =#(Koxc:D)+#(D.D)— 25, 


因此 , 复合 映射 nj : 寺 : D 一 C 将 有 


b = degKp—d:degKoc 
= 2dd’+ (2g— 2)d’ — 2gk? 一 26 


个 分 支点 ; 即 , 除了 DD 的 二 重点 (pi 9;), 对 应 了 将 有 


2dd' + (2g — 2)d’ — 2gk? — 26 
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EE 


E 合 点 。 于 是 我 们 得 到 , 如 果 我 们 把 来 自 DD 的 二 重点 的 重合 点 的 多 重 数 记 为 2, 那么 上 
面 给 出 的 全 的 重合 点 的 数目 公式 成 立 。 

实际 上 , 容易 把 了 T 了 的 普通 重合 点 从 对 应 于 DD 的 二 重点 的 重合 点 区 分 出 来 : 光滑 点 
(p,9) E 万 只 是 投影 站 :万 一 C 和 ma :DD 一 CC 之 一 的 分 支点 , 而 二 重点 (p,9) ED 将 作为 
人 和 了 T-! 的 重合 点 而 出 现 。 

把 我 们 的 公式 应 用 到 a 次 光滑 平面 曲线 上 例 2 的 对 应 。 就 象 我 们 已 经 看 到 的 一 样 ， 
了 的 次 数 为 a 一 2, 价 为 2; TT 的 次 数 为 除了 经 过 点 gE C0 的 (C0C) 的 切线 的 数目 ， 即 ， 
从 g 到 直线 上 的 C 的 投影 76 的 分 六 点 数目 5。 这 个 投影 是 (d 一 1) 叶 的 , 并 且 因 此 由 
Riemann-Hurwitz 公式 得 到 ， 


四 


deg7- = b=2g—2+2(d—1) 
= (dm—1)(d—2)—2+2(d—1) 
= (d+1)(d—2)。 


由 公式 (*), 了 的 结合 点 的 数目 一 一 即 C 的 拐点 数目 一 一 为 


f = (d—-2)+(d+1)(d—2)+2kg 
三 
= 3d(d—2), 
它 与 我 们 在 Pliicker 公式 的 最 后 一 个 小 节 中 的 计算 一 致 。 为 了 计算 C 的 双 切 线 数目 , 我 们 
必须 小 心 : 如 果 g 和 2 是 C 的 不 同 点 , 满足 了 T,(C) = 了 (OC), 那么 ，(p,q) 和 (gq,p) 都 是 了 的 
重合 点 。 C 的 双 切 线 的 数目 "因此 是 了 的 重合 点 的 数目 的 一 半 ; 由 (* * *) 得 到 ， 


= sd 1 


= dld+ (ad— 1)(d—2)— 4d(d—2), 


正如 我 们 以 前 得 到 的 一 样 。 


空间 曲线 的 几何 

现在 , 我 们 通过 在 空间 曲线 一 一 即 P3 中 的 曲线 一 一 的 几何 应 用 来 说 明 对 应 方法 。 我 们 
的 基本 目的 是 找到 亏 格 为 g 的 次 空间 曲线 的 四 次 割 线 的 的 数目 ; 用 这 种 方法 , 我 们 将 得 
到 几 个 不 变量 。 

在 开始 前 , 我 们 想 做 个 观察 。 P3 中 与 曲线 C 相交 的 直线 族 的 在 Grassmann 流 形 中 的 
余 维 数 为 1。 那 么 , 由 简单 的 维 数 计算 , 我 们 可 以 预期 ，C 有 有 限 条 四 次 割 线 但 没有 与 C 相 
交 五 次 的 直线 。 类 似 地 , 我 们 预期 将 有 有 限 个 C 的 点 , 它 的 切线 与 C 的 给 定 切线 相交 ， 
此 有 有 限 条 三 次 割 线 万 07, 使 得 到 (C) 和 有 (CC) 相交 , 但 是 没有 这 样 的 四 次 割 线 。 一 般 地 ， 
如 果 没 有 维 数 计算 所 不 能 预言 的 现象 出 现 , 我 们 称 曲 线 有 非 退 化 的 性 质 。 在 下 面 的 讨论 中 
我 们 将 假设 , 正 是 这 种 情况 ; 特别 是 , 我 们 将 假设 


Riemann 曲面 和 代数 曲线 : 对 应 261 


1. C 没有 五 次 割 线 就 

2，C 的 每 条 四 次 割 线 的 四 个 交点 的 切线 是 不 相交 的 。 

3. 没有 与 C 的 切 触 阶 次 为 3 的 直线 , 即 ，C 的 第 一 伴随 曲线 是 光滑 的 。 
4. 没有 包含 C 的 男 一 条 切线 的 C 的 切 触 2 维 平面 。 


现在 , 我 们 讨论 的 中 心目 标 是 C 上 的 三 次 割 线 对 应 了 , 它 定 义 为 曲线 


万 = {(p,9) :59 是 C 的 三 次 割 线 }。 


我 们 首先 计算 工 的 次 数 : 如 果 p 是 C 的 一 般 点 , 那么 在 从 p 的 C 的 投影 下 C 的 像 将 是 只 有 
普通 二 重点 的 d 一 1 次 平面 曲线 , 并 且 这 个 曲线 的 二 重点 对 应 于 经 过 p 的 C 的 三 次 割 线 。 
由 Pliicker 公式 , 经 过 p 的 三 次 制 线 的 数目 为 


(2 下 


一 
2 
并 且 , 因为 对 经 过 p 的 C 的 三 次 割 线 , T(p) 将 包含 两 个 点 , 所 以 


de T =(0 = 0)(0 3)— yg: 


(注意 , 由 我 们 关于 空间 曲线 亏 格 的 上 界 ( 第 252 页 ), 除了 d= 3,g=0 或 4=4,g=1 外 ,这 
个 数 是 正 的 。) 因为 工 是 对 称 的 , 所 以 这 也 是 了 -的 次 数 。 

现在 ,TT 有 价 , 正如 我 们 从 下 面 看 到 的 一 样 : 如 果 7 : C 一 2 是 如 上 从 一 个 一 般 点 
p EC 的 C 的 投影 , 那么 , 就 象 我 们 在 前 一 节 证 明 的 一 样 , 因为 deg7pC = 4d 一 1, 所 以 


Ko = mr((d— 4)He:)— D, 


其 中 妃 是 7(C) 的 二 重点 在 C 中 的 像 。 但 是 现在 , 在 C 上 我们 有 


TD (De ) 万 ps = 


和 当然 有 
D=T(p), 
所 以 ， 
Koc=(d—4)Hes —(d—4)p—T(p), 
即 ， 


T(p)+(d—4)p= (d—4)Hrs — Ke 


作为 一 个 线性 等 价 类 是 常数 , 并 且 因 此 工 的 价 为 k= (dd 一人。 

现在 , 考虑 对 应 工 的 重合 点 。 对 p € C, 如 果 它 不 能 包含 (4d 一 2)(d 一 3) 一 29 个 不 同 点 ， 
那么 了 (p) 将 包含 一 个 多 重点 。 当 投影 曲线 有 除了 普通 二 重点 外 的 奇异 性 时 , 正好 是 这 种 情 
况 ; 这 可 以 用 下 面 三 种 方法 中 出 现 : 
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Figure 10 


1. 如 果 经 过 p 的 直线 与 C 简单 相 切 与 男 一 点 g, 那么 , g 在 xp(0) C 了 中 的 像 是 7,(C) 
的 一 个 尖 点 。( 见 图 10。) 由 Pliicker 公式 , 在 没有 其 它 特殊 性 质 时 ，zt,(C) 在 zp(q) 以 外 将 
有 6= (4d 一 2)(d 一 3)/2 一 9 一 1 个 二 重点 , 并 且 因 此 7T(p) 除 g 之 外 还 包含 (d 一 2)(d 一 3) 一 2g 一 2 


个 点 ; 因此 g 在 T(p) 中 的 多 重 数 取 为 2。 


注意 ，(p, gq) 不 是 T-1 的 重合 点 , 因此 (p,q) 是 对 应 D 的 | 


由 线 的 一 个 单 点 。 


与 C 相 切 且 再 次 与 C 在 其 它 处 相交 的 直线 称 为 C 的 切 三 次 审 线 。 我 们 看 到 对 每 个 C 


的 切 三 次 割 线 将 有 了 的 一 个 重合 点 。 


2 如果 经 过 p 的 直线 与 C 相交 于 两 个 其 它 点 9 和 g, 并 且 C 在 q 和 g 的 切线 相交 ， 


那么 , 像 点 zj(q) = mp(q) & zp(0) 将 是 tj,(O) 的 二 重点 , 但 不 是 普通 二 重点 : 在 A,(gq) 处 


Ap(C) 的 两 个 分 支 的 切线 将 重合 。( 见 图 11。) 这 样 的 二 重点 称 为 自 切 点 。 现 在 , 就 象 我 们 
将 在 第 四 章 第 二 节 将 看 到 的 一 样 , 一 个 自 切 点 把 曲线 的 亏 格 减 小 2, 因此, 如 果 A,(C) 有 一 


个 自 切 点 , 那么 它 只 有 (4d 一 2)(d 一 3)/2 一 g 一 2 个 其 它 二 重点 


。 因 此 , T(p) 包含 不 是 g 和 gg 


的 (d 一 2)(d 一 3) 一 29 一 4 个 点 , 并 且 因 此 每 个 配对 (p,q) 和 (p,q 将 是 了 的 一 个 重合 点 。 


再 次 , 因为 (p,q) 和 (p,q ) 都 不 是 TT1 的 重合 点 , 所 以 它们 都 是 D 的 光滑 点 


满足 T(C) 和 Ty(C) 相交 的 三 次 制 线 p,q,q 称 为 C 的 稳定 三 次 割 线 ; 由 上 面 可 知 , 对 


每 个 C 的 稳定 三 次 割 线 存 在 了 的 两 个 重合 点 。 

3. 如 果 经 过 p 的 直线 与 C 相交 于 三 个 其 它 点 , 那么 像 点 
Ap(O) 的 普通 三 重点 。( 见 图 12。) 再 次 从 后 面 的 第 四 章 第 二 
亏 格 减 小 3, 使 得 T(p) 只 包含 不 是 q1,g2, 93 的 (d 一 2)(d 一 3) 
配对 (p,q1), (p,q2) 和 (p,q3) 将 是 了 的 一 个 重合 点 。 还 有 , 由 


Np(41) 二 Tp(q2) = Tp(43) 将 是 
节 得 到 , 一 个 三 重点 把 曲线 的 
一 29 一 6 个 重合 点 ; 因此 每 个 
同样 的 讨论 ，(p, gi) 将 是 了 
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Figure 11 


的 一 个 重合 点 , 所 以 (p,9;) 实际 上 是 DD 的 一 个 二 重点 。 因 此 , 如 果 工 = Fpap37z 是 C 的 四 
次 割 线 , 那么 ，12 个 配对 (pi,p;) 的 每 个 都 是 DD 的 三 重点 , 并 且 因此 对 C 的 每 个 四 次 割 线 存 
在 下 的 24 个 重合 点 。 


现在 , 知道 了 了 的 次 数 和 价 , 我 们 可 以 计算 了 的 重合 点 的 总 数 , 因此 , 为 了 找到 C 的 四 
次 割 线 的 数目 9, 我 们 必须 找到 切 三 次 割 线 和 稳定 三 次 割 线 的 数目 。 切 三 次 割 线 的 数目 容 
易 得 到 , 因为 显然 ,ge T,(0) 的 三 次 制 线 志 5 正好 对 应 于 全 的 结合 点 (p,p)。 由 公式 (*) 得 
到 |: 


EEF 
| 


t = (d-2)(d-3)-2g+(d-2)(d—3)—-2g+2(d— 4)g 
= 2(d—2)(d—3)+2(d— 6)g. 


稳定 三 次 割 线 的 数目 s 有 点 难 算出 。 为 此 , 我 们 引入 C 上 的 双 切 对 应 5, 它 定 义 为 曲 


线 


G={(p,9) :pA9,Tp(C)NTA(C) 关内 CC xC。 


对 每 个 pe C, 除 子 S(p) 是 p 处 C 的 切线 工 二 T,(C) 到 直线 上 的 C 的 投影 映射 rz 的 分 支 
轨迹 ; 因为 zz 的 次 数 为 dq 一 2, 所 以 , 由 Riemann-hurwitz 公式 得 到 


degS = 2g—2+2(d—2) 
20 十 2d 一 6。 
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Figure 12 


因为 5 是 对 称 的 , 所 以 它 也 是 S71 的 次 数 。 我 们 还 得 到 ， 
Kc = 他 (一 2 ) 十 9(D)， 
并 且 因 为 个 (Hpi) = Hes 一 2p, 所 以 这 得 到 了 
S(p)+4p= Ke + 2Hps, 


即 ，S 的 价 为 4。 

现在 , 考虑 两 个 对 应 了 和 5 的 公共 点 。( 见 图 13。) 它们 可 以 在 两 种 情况 下 出 现 : 如 果 
pq,9 是 C 的 稳定 三 次 割 线 , 且 厂 (C)mT(C) 天 由 那么 (wo) 和 (gq,g) 的 每 一 对 将 是 3 
和 了 的 一 个 公共 点 。 另 外 , 如 果 声 4 是 ge 宛 (C) 的 切 三 次 割 线 , 那么 ，(p,gq) 和 (gq,p) 都 是 
S 和 了 的 公共 点 。 从 而 3 和 了 的 公共 点 的 数目 为 2s 十 2t; 由 公式 (x*) 得 到 


2s + 2t = 2((d— 2)(d— 3)— 2g)(2g+2d—6)— 2g(d—4).4, 


即 ， 
s = ((d—2)(d—3)— 29)(2g+2d—6)—4g(d—4) 
sO0 = (0 = 
= Vad =00 = 00 = 08= (ES 
Ol = 
= 2(d—2)(d—3)(d—4)+2g(d — 10d+26— 29g)。 
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Figure 13 


我 们 现在 可 以 计算 C 的 四 次 制 线 的 数目 8 了。 就 象 我 们 已 经 看 到 的 那样 , 对 应 人 了 的 
E 合 点 的 总 数 为 t+ 十 2s 十 24Q@; 由 公式 (x **) 得 到 ， 


[dll 


t+2s+248 = 2((d—2)(d—3)— 2g) 
+25=2((d= (d=3)=29)= 29(d =:4), 


即 ， 

@ = (dd 3) -2 +(g— D(d-2)(d—3) 
-= 0d = (0 
—2(d—2)(d—3)(d—4)— 2g(d— 10d+26— 29g)。 

计算 得 到 


Q = SS(d— 2)(d—3)(d—) 一 9d —7d+13—9g)。 


一 个 要 点 : 当 把 这 个 讨论 推导 出 的 公式 先 验 地 应 用 到 不 退化 的 曲线 时 , 怎样 考虑 这 些 
性 质 从 推导 上 是 显然 的 。 例 如 , 如 果 工 = 而 ;Ps 是 C 的 五 次 割 线 , 我 们 可 以 验证 ，20 个 
配对 (pi;,p;) 的 每 一 个 是 曲线 D 的 三 重点 , 并 且 因 此 把 万 的 亏 格 减 小 3; 回 到 (x * *) 的 推导 
我 们 看 到 , 每 个 配对 (pi;,p;) 考虑 为 六 个 重合 点 。 因 此 工 给 出 TT 的 120 个 重合 点 , 即 , 在 最 
后 的 公式 中 ，C 的 每 条 五 次 割 线 等 价 于 120/24 = 5 条 四 次 割 线 。 
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最 后 , 我 们 在 这 里 借 机 讨论 一 些 枚 举 问题 , 必须 考虑 的 中 多 于 一 条 曲线 的 外 在 性 质 
的 枚 举 问题 可 以 用 Schubert 运算 的 方法 来 解决 。 例 如 , 如 果 C 和 CC’ 是 空间 曲线 , 那么 我 
们 可 以 求 C 和 C 的 公共 弦 的 数目 。 为 此 , 设 V(C) C G(2,4) 为 C 的 弦 的 代数 曲面 , 它 在 
P3 中 直线 的 Grassmann 流 形 中 。 G(2,4) 的 第 四 同调 群 由 闭 链 


吕 


02(p)= {leP’ :pel} 


和 
ou(H)={lcCP :lcH} 


生成 ; 显然 我 们 得 到 ， 


他 (aa ; 02) 至 #(g11 “01,1) 一 ]; # (0 . 011) = 0。 


如 果 我 们 写 出 
V(C) ~ ai:all 十 Da2， 
那么 ， 
a=#(V(C) :01), b=*#(V(C) .oa)。 


这 些 数 都 容易 计算 。 一 般 超 平面 五 与 C 相交 于 d 个 不 同 点 {pi}, 并 且 因 此 正好 包含 
d(d 一 1)/2 个 弦 { 闸 本 jx; 因此 ， 


dd 一 

= 一 了 一。 

另 一 方面 , 对 BP 的 一 般 点 ， ss 四 C 的 弦 的 数目 就 是 在 从 yp 到 超 平面 的 投影 下 C 的 像 的 
二 重点 的 数目 ; 由 Pliicker 公式 , 它 


d— 1)(d—2) 
2 


V(C)~ es D “01,11 (至 -9 Ooo。 


如 果 C" 的 次 数 为 d' 亏 格 为 g, 并 且 如 果 C 和 C" 互相 关于 对 方 处 于 一 般 位 置 , 使 得 V(C) 
和 V(C') 横 截 相交 , 那么 C 和 C"' 将 得 到 

dd-D:dd-D (d—1)(d—2)(d—1)(d—2) 

4 

—(d—1)(d—2)g9 —(d —1)(d — 2)g+99 


— go 


结合 起 来 得 到 ， 


小 从 其 及 


特殊 线性 系 III 


就 象 前 面 所 承诺 的 那样 , 我 们 将 利用 关于 对 应 的 结果 来 解答 来 自 Bril-Noether 问题 的 
某 些 枚 举 问 题 。 我 们 已 经 知道 , 亏 格 g = 2k 的 一 般 Riemann 曲面 有 有 限 个 及 十 1 次 束 ; 问 
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题 是 , 有 多 少 ” 我 们 将 在 亏 格 g = 4,6,8 时 来 解答 这 个 问题 。( 注 意 ，9 = 2 时 的 答案 1 已 经 
得 到 了 。 ) 

9 = 二 4: 如 果 5 是 亏 格 为 4 的 Riemann 曲面 , 那么 它 的 典范 曲线 是 杞 中 的 6 次 曲线 。 现 在 ， 
如 果 DD = pi 是 5S 上 3 次 除 子 , 那么 由 Riemann-Roch 公式 的 几何 描述 , 当 点 p; 共 线 时 ， 
1(D) 正好 是 1; 对 每 个 3 次 束 , 将 存在 一 个 经 过 一 般 点 pe 5 的 这 样 的 除 子 。 因 此 这 样 的 束 
的 数目 为 经 过 一 般 点 pe 5 的 5 的 三 次 割 线 的 数目 一 一 并 且 我 们 已 经 知道 , 它 是 


n = ai-ad-3 -9 
1 
即 , 在 S 上 有 两 个 3 次 束 。 因 此 , 亏 格 为 4 的 一 般 Riemanmn 曲面 可 用 两 种 方法 表示 为 Pl 的 


3 叶 和 覆盖。 

实际 上 确定 这 两 个 束 是 有 意义 的 。 在 上 面 最 后 一 节 我 们 看 到 ，5 的 典范 曲线 是 EP 中 
二 次 曲面 8 和 三 次 曲面 8' 的 光滑 相交 ; 一 般 地 , 二 次 曲面 是 光滑 的 。 现 在 ，P3 中 的 光滑 二 
次 曲面 (在 下 面 第 478-480 页 讨论 ) 包 含 两 个 直线 族 {L}, {L/}, 每 个 都 由 te P! 来 参数 化 ; 因 
为 SS 在 Q 上 被 三 次 曲面 &' 切 出 来 , 所 以 每 条 直线 到 和 丈 与 93 相交 于 三 个 点 ; 于 是 除 子 


D:.=LNS 和 D'=LNS 


形成 S 上 两 个 3 次 束 。 反 过 来 , 如 果 D = 5j;_1pi 是 包含 三 个 共 线 点 的 任意 除 子 , 那么 ， 
与 8 相交 于 三 个 点 的 直线 元 = FpaBs 必然 处 在 Q 中 ; 因此 工 是 蕊 或 ,并 且 D 是 DD 或 
D’。 

注意 , 如 果 @Q 是 奇异 的 , 那么 5 将 只 包含 一 个 3 次 束 ; 从 5 的 任意 点 到 超 平 面 的 5 的 
投影 将 没有 两 个 普通 二 重点 , 而 有 一 个 自 切 点 。 
g = 6: 如 果 D = 4 pi 是 亏 格 为 6 的 曲线 9S 上 的 4 次 除 子 , 且 dim|D| = 1, 那么, 除 子 
K 一 的 次 数 为 2g 一 2 一 4=6, 并 且 由 Riemann-Roch 公式 得 到 ， 


h(K—-D) = deg(K — D)—g+1+nh(D) 
一 6 一 6 十 1 十 2 
过 3， 


即 , 完备 线性 系 |K 一 D| 的 维 数 为 2。 因此 ，9 上 4 次 束 的 数目 是 6 次 网 的 数目 ; 这 个 数目 
正 是 我 们 要 计算 的 。 

现在 , 由 几何 上 的 Riemann-Roch 公式 ，S 上 dim1D| = 2 的 6 次 除 子 D 由 张 形 中 
3 维 平面 的 5 的 典范 曲线 上 的 六 个 点 组 成 ; 并 且 如 果 p,q Ee 5S 是 S 上 每 个 6 次 网 的 一 般 点 ， 
那么 将 存在 一 个 包含 p 和 的 这 样 的 除 子 。 还 有 , 如 果 吃 ==p 十 gq 十 7 十 … 十 74 是 这 样 的 
除 子 , 那么 , 在 从 直线 L = F9 到 3 维 平和 而 上 5 的 投影 


ni:S—pP 
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下 , 点 六 的 像 就 是 共 线 的 , 并 且 反 过 来 , 如 果 任意 rr(5) 的 四 个 点 xz(mi) 是 共 线 的 , 那么 点 
2;071 ,74 都 处 在 由 工 和 {xz(7i;)} 张 开 的 3 维 平面 中 。 因 此 ，S 上 6 次 网 的 数目 是 了 3 
中 rr(5) 的 五 次 割 线 的 数目 。 因 为 rr(5) 的 次 数 为 dq = deg(5) 一 2 = 8 和 亏 格 为 g= 6, 所 
以 由 前 面 的 公式 , 这 个 数目 为 


1 1 
A 
人 12 36 四 ) 
Ee 


我 们 看 到 , 亏 格 为 6 的 一 般 Riemanmn 曲面 可 用 五 种 方法 表示 为 P! 的 4 叶 履 盖 。 


9 二 8: 如 果 DD 是 亏 格 为 8 的 Riemann 曲面 上 的 5 次 除 子 , 且 dim|D| = 1, 那么 , 除 子 
KK 一 DD 的 次 数 为 14 一 5==9, 并 且 


h(K—D) = deg(K — D)—g+1+h(D) 
= 9 一 8 十 1 十 2 
Pe 4, 


即 ，dim |K 一 DD| = 3。 那 么 , 由 Riemann-Roch 公式 , DD 将 由 5 的 典范 曲线 上 张 开 3 维 平 
面 的 五 个 点 所 表示 , 而 KK 一 品 将 由 张 开 5 维 平面 的 5 的 九 个 点 所 表示 。 

为 了 计算 3S 上 5 次 束 的 数目 , 我 们 首先 证 明 
引 理 : 如 果 D,D' 是 S 上 的 两 个 5 次 除 子 ，dim|D| = dim|D'| = 1, 那么 , 当 且 仅 当 万 和 
D' 不 线性 等 价 时 , 存在 一 个 包含 万 的 除 子 瓦 C | 开 一 刀 |; 如 果 妃 存在 , 那么 它 是 唯一 的 。 
证 明 : 我 们 要 证 明 ， 


1， 如 果 D x D/， 
0， 如 果 D ~ D'。 


(注意 , 因为 C 是 一 般 的 , 所 以 它 没有 4 次 束 ; 因此 


mk-D-D)-| 


nh(K-D-D)<1,.) 


EE 


日 Riemann-Roch 公式 得 到 ， 


h(K—-D-D) = dege(K—-D-D)-g+1+h(D+D’) 
= 4—8+1+h (D+D’), 


即 , 我 们 必须 证 明 ， 
3， 如 果 D ~ 也/， 
4， 如 果 D x D'。 


但 是 现在 , 如 果 加 (D + D') 是 3 一 一 即 , 如 果 |D 十 D'| 由 PP? 参数 化 一 那么 , 对 任意 
Do e |D|, DIE 1D 两 条 直线 Do 十 |D'| 和 Di 十 1D| C1D++D'| 将 相交 ; 那么 我 们 将 得 到 
DoelD| 和 D~D’。 


nh (D+D’)= | 
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另 一 方面 , 任意 除 子 G C |K 一 D| 由 张 开 5 维 平面 的 九 个 点 组 成 , 并 且 因此 处 在 正中 
超 平面 的 束 {HH} 上; 除 子 


Di= (Hi:C)—G 


由 线性 系 {Di} 组 成 。 那 么 显然 , 对 t 关 t，Di 和 DD; 将 不 处 在 P' 中 的 超 平面 中 ,， 即 ， 
一 Di 一 Dw ~ 一 2D 不 是 有 效 除 子 。 证 毕 


现在 , 假设 DD = pi; 是 S 上 的 5 次 除 子 , 且 dim|D| = 1。 那 么 , 由 我 们 的 引 理 得 到 ， 
S 中 不 是 D 的 5 次 束 正好 对 应 于 包含 D 的 典范 曲线 S c P? 的 九 次 市 线 的 5 维 平面 。 如 果 
7 是 任意 九 次 割 线 的 5 维 平面 , 那么 , 在 从 3 维 平面 V= 而 -一 夯 的 S 
的 投影 


NV : 一 P3 
下 , 点 g; 的 像 将 是 共 线 的 , 反之 亦 然 。 因 此 ，S 上 不 是 |D| 的 5 次 束 的 数目 就 是 rv(S) C P3 
的 五 次 割 线 的 数目 。 rv(S) 的 次 数 为 d= deg(5) 一 5 = 9, 并 且 因 此 这 个 数目 为 


1 1 
7.6.5—-3.8.(81—63+13—8)=105—4.23=13。 


总 之 , 我 们 得 到 , 亏 格 为 8 的 一 般 Riemann 曲面 可 用 14 种 方法 表示 为 P! 的 5 叶 覆 盖 。 
6. 复 环 面 和 Abel 徐 


Riemann 条 件 

在 分 析 紧 致 Riemann 曲面 和 它 的 Jacobi 簇 之 间 的 关系 前 , 我 们 在 这 里 给 出 复 环 面 一 般 
理论 的 介绍 。 

首先 , 我 们 给 出 一 个 定义 : 对 n 维 复 矢量 空间 V, 最 大 秩 为 2n 的 离散 格子 A C V, 如 
果 复 环 面 M = V/A 是 射影 代数 徐 , 即 , 如 果 它 容许 嵌入 到 射影 空间 中 , 那么 , 称 之 为 Abel 


A 
族 oo 


我 们 的 首要 任务 是 确定 什么 时 候 复 环 面 M = V/A 是 一 个 Abel 复 。 因 为 M 的 上 同调 
容易 用 V 和 人 A 的 方式 表示 , 所 以 Kodaira 岁入 定理 将 给 出 充 要 条 件 ; 随后 , 我 们 将 通过 直接 
计算 来 验证 这 些 条 件 的 充分 性 。 首 先 , 对 复 环 面 上 同调 做 一 些 一 般 性 的 评论 。 

设 M==V/A 如上。 因为 人 是 V 的 子 群 , 所 以 M 同样 也 有 群 结构 : 对 任意 EM 和 
上 的 任意 ze V, 映射 


Th :VoV 
: Who 十 人 


诱导 出 一 个 映射 5: M 一 M, 称 为 按照 有 的 平移 。 
现在 , 对 每 个 J.€ AI, 我 们 得 到 一 个 自然 等 价 


TM) EV; 
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因此 , 矢量 空间 V 上 的 任意 厄 米内 积 给 出 M 上 一 个 Kihler 度量 , 它 在 自 同 构 {7,} 下 不 
变 。 我 们 首先 声明 , 关于 这 样 的 度量 的 调和 形式 正好 是 {1} 下 的 不 变形 式 。 为 此 , 首先 注 
意 到 , 因为 5 保持 度量 , 所 以 到 : 4*(M) 一 4*(M) 把 调和 形式 变 成 调和 形式 。 于 是 , 因为 
7 同 伦 于 恒 等 映 射 , 并 且 由 Hodge 定理 ，. 和 2*(M) 全 纯 地 映射 到 8*(M,C), 所 以 


JI) 一 :和 2 (MI) 


就 是 恒 等 元 , 即 , 调和 形式 是 不 变量 。 但 是 现在 ，M 上 的 不 变形 式 由 它 在 点 p 处 M 的 切 空 
间 Tc(M) = TM) @ TA(M) 的 值 所 确定 , 并 且 这 个 切 空间 自然 等 价 于 矢量 空间 @ 了。 
设 JZ*(M) 表示 M 上 不 变形 式 空间 后 , 那么 ， 


ZF"(M)=NDeM ENV ONV 。 


但 是 我 们 知道 , 在 拓扑 上 M 兰 (51)”, 因此 大 次 调和 形式 空间 的 维 数 是 ( 轨 ); 因为 
HN*(M) C J*(M), 所 以 我 们 计算 维 数 得 到 


HM,OSH(M = NVONTV. 
因此 ， 如 果 2 (2 2】 是 V 上 的 欧 氏 坐标 ， {dz1, Ss - ,dzn} 和 {da1, -, dz,} 是 M 
上 相应 的 整体 1 形式 , 那么 ， 
2 (II ) = C{dzr 人 dz7}1,7, 


一 人 中 ， 
HPA MIS C{A AAB i 
另 一 方面 , 注意 到 , 基点 为 [0| € M 的 任意 环 路 7 e Hi(M,Z) 提升 到 V 中 起 始 于 0 结 
束 于 点 入 E ACT 的 路 径 3; 因为 V 是 VM 的 泛 覆 盖 空 间 , 那么 我 们 可 以 得 到 等 式 


Hi(M,2)= A. 


设 入,… ,和 zn & A 是 形成 A 的 整 基 的 格子 矢量 ; 和 1,:…, 和 zn 也 将 是 实 矢量 空间 V 的 基 。 设 
zi ,za 是 Y 上 的 对 偶 实 坐标 并 且 dz .… ,dz 是 M 上 相应 1 形式。 于 是 ， 


1 dz; 一 0ij) 
Xi 


H'(M, Z) 一 Z{dz1, es + ,dron} 


即 ， 


和 一 般 地 有 


H*(M,Z) = Z{dzr}: JT=k° 


因此 , 我 们 有 MM 的 上 同调 的 两 个 不 同 基 : 第 一 , 反映 有 H*(M) 上 复 结 构 的 {dz6, dz}, 第 
二 , 反映 有 理 结构 的 {dxi;}。 现 在 , Kodaira 仍 入 定理 称 ，M 是 代数 的 , 当 且 仅 当 存 在 M 上 
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的 一 个 Hodge 形式 , 即 , 表示 有 理 上 同调 类 的 (1 1) 型 正定 闭 形式 。 还 有 , 如 果 w 是 任意 这 
样 的 形式 , 写作 

2 < 人 本 

人 六 。 has(z)dza A 人 qzp， 


并 且 dy 是 M 上 的 不 变 欧 氏 测度 , 且 y(M) = 1, 那么 , 我 们 可 以 设 


jap = / haa(z)dh 
M 
和 
本 
w= 全 2 hagdza \ dp 
来 得 到 一 个 不 变形 式 , 它 也 是 (1, 1) 型 正定 闭 形式 , 并 且 是 整形 式 。 因 此 ，M 有 一 个 Hodge 
形式 当 且 仅 当 它 有 一 个 不 变 Hodge 形式 。 因 此 , 为 了 确定 这 样 的 形式 是 否 存在 , 我 们 必须 
把 太 *(MM) 的 两 个 基 联 系 起 来 。 
设 工 = (Nia) 为 2n x 2m 矩阵, 使 得 


dri = 》 Niadza + > Niadzo, 


即 , 使 得 2n x 2n 和 矩阵 二 = (I 本) 给 出 从 {dzo,d 弓 } 到 {dzi} 的 变换 。 于 是 , 如 果 w 是 一 个 
不 变 整 2 形式 , 那么 我 们 可 以 写 出 


1 
L 一 7 >， qijdTi 和 人 dzj, 


其 中 @ = (gq;;) 是 一 个 整数 反对 称 2n x 2n 和 矩阵。 用 dz。, dz 的 方式 , 我 们 得 到 


1 SR 本 和 
We > qij(Tiadza + NiadzZa) \ (Tj8dz8 + Ripdz8) 


1 1 
= 了 2 qijTiaTidza 人 dz8 十 3 SR qijniianjBdzZo 人 dz 


1 一 一 
二 7 >， dij(7Tria 元 )6 一 元 97rja)Qza 人 d25。 


下 


昌 此 我 们 知道 , w 是 (1,1) 型 的 当 且 仅 当 系数 矩阵 
1 
2 区 trian ="I1.@.1II 
区 
等 于 零 , 并 且 如 果 这 样 的 话 , 那么 w 是 正定 的 当 且 仅 当 


1 图 二 
二 (> qij (Miahjg 一 ao] 


攻关 全 全 A 元 
= Fe el 


apB 
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是 厄 米 正定 的 , 由 此 我 们 得 到 
Riemann 条 件 I M 是 一 个 Abel 和 化 当 且 仅 当 存在 一 个 整数 反对 称 和 矩阵 @ 使 得 


和 三才 


和 
= OR 0 
我 们 也 可 以 把 这 些 条 件 用 方 矩阵 开 = (I, 了 本) 的 方式 表示 出 来 : 


让 :@ 下 = ( 下) 2. 区 四- | 2 i 


HI.Q-:I1 红 :Q.:I 


和 下 QH = (QT) = 一 (T.Q .可 ,所 以 M 是 Abel 通 当 且 仅 当 存在 一 个 整数 反对 称 矩 
阵 @, 使 得 


tt ~ 去 H 0 
—V—-11.:Q:I1= | | 
并 且 万 > 0。 
Riemann 条 件 的 通常 形式 是 在 对 偶 基 变换 矩阵 的 方式 中 。 对 A 的 整 基 入 ,…, 和 2 和 
V 的 复数 基 el, . …，,ew 我 们 把 和 CV 的 周期 矩阵 取 为 x 2n 矩阵 O = (wui), 使 得 


和 A; = (WaiCao 
a 


于 是 我 们 得 到 ， 
dza = >， WaidTi, 
dz = > Waidzi 


使 得 矩阵 下 = (2) 给 出 从 {dzi} 到 {dz6,d 弓 } 的 坐标 变换 。 于 是 ， 


0.I=7 或 QI=1,, QI=0。 


现在 ， ， 
ey El WN EC PE 0 
并 且 由 此 在 9 的 方式 下 , 我 们 可 以 把 Riemann 条 件 写 作 


二 久 H-! 0 
= a 
V -1.0.8 = 0 2 


其 中 , 刀 > 0。 但 是 , 巨 >0 怠 万 -1> 0; 因 此， 
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Riemann 条 件 II M 是 Abel 侯 当 且 仅 当 存在 一 个 整数 反对 称 和 矩阵 @Q 满足 


0Q.0-1.:0=0, —V—10.0 1.:0 > 0。 


可 注意 到 ACT 的 周期 矩阵 0 依赖 于 A 和 VV 的 基 的 选择 。 通 过 对 它们 的 选择 相对 
于 给 定形 式 进行 归 一 化 , 我 们 可 以 部 分 简化 Riemann 条 件 。 首 先 , 我 们 证 明 


引 理 : 如 果 Q@( ，) 是 A = Z2n 上 的 整数 反对 称 二 次 形式 , 那么 存在 人 的 一 组 基 
和 i,…, Azn, 在 它 的 方式 下 ，Q 由 下 列 和 矩阵 给 出 : 


0 A 人 . 、 
6 
) Ai = A ) 0i E Zo 
a 区， 
0 0 


证 明 : 对 每 个 eA, 值 的 集合 {Q(X, 入 ), 入 e A} 形成 忆 中 的 主 理想 必 Z,d > 0。 设 

01 一 min(dAy :入 E A,d、 关 0)， 并 且 取 入 1 和 和 nl 使 得 Q(Ai, M141) 一 01 。 于 是 ， 对 每 个 

入 EA, 5 整除 QOA, 入 ) 和 Q(A,An+t1), 并 且 我 们 可 以 写 出 ， 

CA AI) @( 和 , Xn+1) 
01 


2 


.和 1 E Z{AL, 和 


即 ， 
人 = Z{A1, Mn+1} OD Z{A1, Ni 0 


设 A’= Z{A 和 i, 和 wri}; 我 们 可 以 重复 这 个 过 程 , 得 到 两 个 元 素 和 2, 和 ,42, 使 得 


A’ = Z{M2, M2} BZ{N, M12} 


用 这 种 方法 继续 下 去 , 我 们 得 到 A 的 一 组 基 (和 1,…, A2n), 它 有 所 期 望 的 性 质 。 
注意 , 得 到 的 整数 {6;} 满足 51|62,62|53 等 等 : 例如 , 如 果 0 6z, 那么 , 对 某 些 , 我 们 将 
得 到 


0 < Q (EA 十 入 >， 和 nl 十 和 n+2) < O16 
我 们 观察 到 , 在 相 加 条 件 5|5i41 下 , 整数 5; 是 二 次 形式 Q 的 不 变量 。 证 毕 


从 引 理 我 们 看 到 , 如 果 w 是 任意 M = V/A 上 的 整数 不 变 2 形式 , 那么 我 们 可 以 找到 人 
的 一 组 基 入 ,…, Xzn, 使 得 在 V 的 对 偶 坐 标 z1,…… ,zzn 下， 


WW 二 > OidT; 人 QZ Hi Os; EL。 
i=1 
现在 , 如 果 w 是 非 退化 的 一 一 即 , 如 果 w" 关 0, 就 象 w 是 正定 的 情形 
Q 有 564 关 0, 并 且 我 们 可 以 把 矢量 


那么 , 对 所 有 


eu = 671N。， Q 一 1 ,7 
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取 作 复 矢 量 空间 六 的 基 。 于 是 ACT 的 周期 矩阵 的 形式 为 


= (As, 2); 


这 样 的 周期 矩阵 称 为 归 一 的 。 就 象 以 前 一 样 ，w 是 (1,1) 型 的 , 如 果 


0.97120 = 0， 
即 , 如 果 
0 ”一 Ai As 四 一 Aj 
pe (wa) 
= 了 -7=0， 


即 ，Z2 是 对 称 的 ; 并 且 w 也 是 正 的 , 如 果 
—V-1.Q.Q7!.'0>0, 
即 , 如 果 


—V—1(As, 2) ( ee | ( > | =—V-1(Z -2)=2.ImZ >0 


于 是 我 们 得 到 
Riemann 条 件 III M = V/A 是 Abel 秘 当 且 仅 当 存在 A 的 一 个 整数 基 A1,…,A2on 和 VV 的 
复数 基 e1,.……,e 使 得 

= (As, 2Z), 


其 中 ，Z 是 对 称 的 且 Im2 是 正定 的 。 
注意 , 上 面 的 矩阵 本 在 苛 {和 1,… ,Aon} 和 {e1,……,en} 下 同样 得 到 相对 简单 的 形式 : 解 


(DD). 个 = 


我 们 得 到 ， 
II 
其 中 ， 
II = 二 = 和: 二 
汪汪 
VvV—1 


Riemann 曲面 和 代数 曲线 : 复 环 面 和 Abel 艇 275 


在 Abel 能 M =V/A 上 Hodge 形式 w 的 上 同调 类 [w] 称 为 WM 的 极 化 。 在 对 偶 于 和 的 

整数 基 的 坐标 {zi;} 下 ，w 的 表达 式 
y= ed 

中 的 整数 6; 是 类 [w] 的 不 变量 , 并 且 称 为 极 化 的 基本 除 子 ; 如 果 对 所 有 a 有 56 = 1, 那么 [w] 
称 为 主 极 化 。 

现在 , 如 果 5 是 亏 格 为 g 的 紧 致 Riemann 曲面 , 且 本 (5,Z) 的 基 为 61,…,62, 和 
五 0%(S, 071) 的 基 为 w1,… ,wo, 那么 ，Jacobi 簇 为 

5 4 
7( ) Z{N, ,Mg} 


a 


ns 的 基 wi1)* ,Wg oe 


其 中 ,入 是 列 矢量 。 
对 5 的 周期 矩阵 QQ 有 


f wa = io, 1l<i,a< yg; 
07 


于 是 , 周期 矩阵 的 形式 为 


Q = (1,2), 
并 且 由 第 二 节 证 明 的 两 个 Riemann 双 线 性 关系 得 到 2 = X 上 + VvV-1Y 是 对 称 的 , 且 
Y > 0。 因 此 ，(5) 是 Apel 簇 , 并 且 还 有 一 个 主 极 化 , 在 对 偶 于 {Ai} e Hi(Z4(5),2Z) 的 
万 (2 (5),2) 的 基 {dzxi} 下 , 它 由 


WwW 一 > QZu AdzZnra 
给 出 。 
在 内 看 方式 中 ，Jacobi 复 .GZ(5) = V(5)/A(5), 其 中 ,，V(5) = 8?(5,Q1)* 并 且 格子 
A(S) 室友 (5,Z) 通过 积分 代入 到 Y(5) 中 。 极 化 形式 w e 万 ?2( .8 (5),2] 兰 Homz(A21(5， 
Z),Z) 是 反对 称 双 线 性 形式 
Q@ > Hi(S, Z) Oz Hi(5S, Z) 二 = Z, 

它 由 闭 链 相 交 给 出 ; 极 化 是 主 极 化 这 个 结果 是 Poincaré 对 偶 的 反映 。 注 意 , 极 化 类 [w] 不 依 
赖 于 印 (S,2Z) 的 基 55，…, 62 的 选择 。 

注 记 : 直到 现在 , 我 们 用 a = 1,…,n 来 标记 V 的 复数 基 {ea} 和 对 偶 复数 基 {z。}; 用 
i = 1,…,2n 来 标记 整数 基 {X} 和 对 偶 实数 基 {zi}。 但 是 , 一 旦 我 们 的 基 归 一 化 后 , 我 们 
不 再 保留 记号 上 的 不 同 ; 而 是 用 


{Xa, DT 和 rd 
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来 表示 整数 基 。 
复 环 面 上 的 线 丛 

现在 我 们 来 讨论 复 环 面 M = V/A 上 的 正定 线 从 。 在 第 46 页 已 证 明 的 基本 结果 就 是 ， 
因为 H1(C",O) = H2(C",Z) = 0, 所 以 了 兰 Cn 上 的 任意 线 从 都 是 平庸 的 。 因 此 , 如 果 
L M 是 任意 线 从 , 那么 到 到 了 的 拖 回 mr* 工 是 平庸 的 , 并 且 我 们 可 以 找到 一 个 整体 平庸 
化 


pi:mTL— VxC, 


现在 , 对 ze VV, 入 EA, 由 定义 得 到 > 和 zz 十 入 处 的 纤维 zx* 工 都 等 价 于 7(z) 处 工 的 纤维 , 并 
且 比 较 z 和 zz 十 入 处 的 平庸 化 yp 得 到 C 的 一 个 线性 自 同 构 


CD 


作为 乘法 , 这 样 的 目 同 构 由 一 个 非 零 复数 给 出 ; 如 果 我 们 用 ex(z) 表示 这 个 数 , 那么 我 们 得 
到 一 个 函数 集合 


{es € CUT)jAeA， 
称 为 工 的 乘 子 集合 。 对 所 有 和 ,Xe A, 函数 ex 必须 满足 相 容 关系 


ex(z+ Nexs(z) 一 ex(z 十 入 )ex = ex(2). 


反 过 来 , 给 定 满足 这 些 条 件 的 任意 非 零 整 全 纯 函 数 {ex}xeA 的 集合 , 我 们 可 以 构造 一 个 
乘 子 为 {es} 的 线 从 工 一 M: 我 们 把 工 取 为 等 价 关系 


(z,€) ~ (z+ A,ea(z):€) 
下 V xC 的 商 空 间 。 注 意 , 由 相 容 条 件 , 只 要 函数 {e、} 满足 


(*) exs(z 十 和 jexs(z) = exs(z + Ma)ea (2), 


通过 确定 A 的 某 些 基 {和 A。} 的 ex。 就 可 以 给 出 这 样 的 集合 {e、}。 

现在 , 我 们 的 目的 是 证 明 , 任意 线 丛 可 由 一 个 非常 简单 性 质 的 乘 子 {eX(z)} 给 出 。 我 们 
将 把 这 分 为 两 个 阶段 : 首先 , 利用 初等 函数 es, 构造 有 任意 陈 类 的 线 丛 ; 接着 , 我 们 将 证 明 ， 
除了 MM 中 的 一 个 平移 外 , 任意 正定 线 丛 由 它 的 陈 类 唯一 确定 。 

直接 可 以 得 到 一 个 简化 : 如 果 {和 1,… ,Xzn} 是 ZZ 上 人 的 任意 基 , 并 且 和 入,…, 入 在 C 
上 线性 独立 , 那么 我 们 得 到 


AE er 位 (C*)", 
并 且 可 以 用 人 


天 
Z{AN1, ,Mn} 


Tr 


Riemann 曲面 和 代数 曲线 : 复 环 面 和 Abel 禾 277 


把 投影 映射 T:T 一 M 进行 分 解 。 现 在 , 我 们 已 经 在 第 27 页 看 到 ， 


H'((C)06) = H (C60)=0, 


并 且 因 此 得 到 , 

HA((CY, 20 一 HA((C")", 2), 
即 ，(C*)* 上 的 任意 线 从 由 它 的 陈 类 确定 。 对 任意 L, 我 们 可 以 选择 A 的 基 入 ,…, Xz, 使 
得 在 V 上 的 对 偶 基 z1,… ,zan 下 ， 


ci(L) = 0udzau MN drn,ae 
Q 一 1 
但 是 zya 是 VV/Z{X…,Xn} 上 明确 定义 的 函数 , 所 以 [dzad = 0 € Hbr(V/Z{A1,…， 
和 An})。 因 此 ， 


ci(mL) = na(L)) =0, 


并 且 因 此 xiL 是 平庸 的 。 如 果 我 们 取 平 良 化 5 : xiL 一 (C*)"” xC 并 且 选 择 扩 张 到 5 的 
7* 荆 的 平庸 化 yp, 那么 我 们 得 到 


es.(2) 三 1, Q=1,.…,n。 


现在 , 假设 w 是 任意 不 变 整 形式 , 并 且 是 正定 (1,1) 型 的 。 选 择 Z 上 A 的 一 个 基 
和 1，,… ,和 2n, 使 得 在 V 上 的 对 偶 基 zi …，,zan 下 ， 


w= > Dude A Adora OE Ds 


Qa=1 


因为 w 是 非 退 化 的 , 所 以 对 所 有 a 有 566 关 0, 并 且 我 们 可 以 设 


| . 
ea =0% NM, Q=1,.…,n; 


设 名,… ,zn 是 V 上 对 偶 于 基 ei,… ,en 的 线性 坐标 。 那 么 , 就 象 以 前 一 样 , 我 们 可 以 写 出 


€1 
(Al ……，》X2n) = 2 ©, 
En 
和 ]， 
dz1 
: 二 IO(dzl ,dzon) 
dzn, 
ce 中 ， 
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并 且 再 次 由 Riemann 条 件 III 得 到 ，w 是 正定 (1,1) 型 的 表明 Z = 2, Im2 > 0。 我 们 的 基 
本 结果 是 


引 理 : 由 乘 子 


_ 27iz ee 
ex 三 1 esisa(2)=e Se, Q = 1,.…,Nn 


给 出 的 线 从 研一 M 的 陈 类 为 cl(Z) = [w]。 


证 明 : 我 们 首先 验证 , 给 出 的 乘 子 的 确 满 足 上 面 的 关系 (*)。 显 然 , 对 a 或 6 < n，(x) 是 满 
足 的 ; 并 且 写 出 2 = (Zus) 后 , 我 们 得 到 所 要 求 的 


Be a lS ts) 


-27Ti(zZa,Zap,28) 


SC 


现在 , 设 yp :mL 一 VxC 是 诱导 给 定 乘 子 所 得 到 的 w*L 的 平庸 化 。 那 么 ,对 UCM 
上 工 的 任意 截面 90, 9 = yp*(p*0) 是 x-1(UV) 上 的 一 个 解析 函数 , 它 满足 


0(z+Aa) = 0(z), 
0(z+ Nia) = ea0(z), 


并 且 反 过 来 , 任意 这 样 的 函数 定义 工 的 一 个 截面 。 现 在 , 如 果 是 上 的 任意 度量 , 那 
么 , 对 工 的 任意 截面 0, 我 们 可 以 写 出 


02))P = 1(2) .10(2); 
显然 , h 将 是 z 的 正定 Ce 函数 , 对 任意 入 eA 满足 
n(z)l0(2)P = 0 = (z+ Nz + NA; 
因此 ， 


A(z 十 Xao) = h(z), 
h(z+ Mia) = |e2rze| 入 (2)。 


反 过 来 , 任意 这 样 的 函数 及 定义 LL 上 的 一 个 度量 。 现 在 , 如 前 写 出 2Z = 针 十 V1Y; 
为 Y > 0, 所 以 我 们 可 以 设 W = (Wag) = Y-!1。 于 是 我 们 主张 , 函数 


(2) = ec DT Waalea zo) (93021Yg) 


满足 上 面 的 泛 函 方程 。 显 然 ，h(z 二 Xa) = h(z); 对 其 它 的 , 写 出 


nt ee ee 
logh(z+ Mty) = 3 >》 Wap(za — Zo + 2iYay)(28 — 36 + 2i(Yay — Yap)) 
op 
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站 32 Woag (za 2 (zg = ZB8 2iY86) 十 72 Wag (za = 2 * 21Y8y 
+ Do Wop Gm wn 
= logh(z > Boi = 


3 06y * 2i(zp — zo + 2i(Yey — Y88)), 


(因为 Y.W=I 和 W = !W) 


log h(z2) + Ai(Zy — Dy) + NAi(zy — Zy) 
= logh(z)— 4rIm(%,); 
因此 ， 
hlz + Mw) = ei" [Ph(2), 
现在 , 我 们 可 以 计算 工 上 伴随 于 度量 的 曲率 形式 O74, 它 由 久 给 出 : 


Or = 66 og 
< -508 2 Wag(za — Za)(28 — 28 — 2 
了 2, Wag((Za — Za)dz8 + (28 — 28 — 2iY88)dzo) 
= 3 人 和 Adzp。 
oo 


我 们 要 把 它 用 基 {dzu, dzxwnja} 的 方式 表示 出 来 ; 我 们 得 到 ， 


dzo = bodzxa+ >， 2a8dZnB， 
Bb 


人 
有 


因此 ， 
Or = 和 >》 Wopdza Ndzp 
= 1) Woapdadgdra 人 dzp 
oo 
十 不 > Wagoa (Z8y — Zoey) dra NN drnty 
Q,B,Y 


十 不 >， WagZayZ Bedrnty 人 dXnteo 


Q,B,Y,e 
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因为 W = 'W 和 2= '2, 所 以 三 项 中 的 第 一 和 最 后 一 项 为 零 , 并 且 因此 


日 三 元 》) 全 了 ZJ 


oO 


—2rV-1 》 buJTapyprdze Adznty 


Q,BY 


—2rV -1 》 dadra Ndrnta, 


并 且 因 此 最 后 得 到 ， 


证 毕 


为 了 继续 讨论 M 上 的 线 从 , 我 们 要 考虑 有 给 定 正 陈 类 的 线 丛 工 一 M 的 集合 。 我 们 注 
意 到 , 对 任意 jE M, 平移 : M 一 M 同 伦 于 恒 等 元 , 并 且 因 此 , 对 任意 线 丛 工 一 MM， 


c(iL) = ci()。 


还 要 注意 , 如 果 工 由 乘 子 


给 出 , 那么 到 二 可 由 乘 子 


oh, — ex(z+ 同 =1 


EN， 。 (z) 一 EX (z 十 1) 
= ee 一 2rt(za 十 HUa) 


给 出 , 即 ，e 与 ex 只 差 一 个 乘法 常数 er 。 反 过 来 , 如 果 L' 是 任意 线 从 , 其 乘 子 为 


e》_ 三 1 和 EAX，。 三 -EC 那么 , 设 
VvV—1l 
/= >， logca:ea EV 
后 , 我 们 得 到 ， 
4 一 7 也。 


因此 , 为 了 证 明 与 亏 有 同样 陈 类 的 任意 线 从 必然 是 工 的 一 个 平移 , 只 需 证 明 陈 类 为 0 
的 任意 线 丛 可 由 常数 乘 子 来 实现 。 为 了 这 个 目标 , 我 们 首先 注意 到 , 任意 紧 臻 Kahler 流 形 
和 上 的 恰当 层 序 列 的 包含 映射 


0 一 了 一 人 0 — 0 


| 1 1 
0 一 了 一 L(L — C* — 0 


exp 
一 
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诱导 出 交换 图 
FI(XODO) 一 Hi(X,0") 二 HH?(X,Z) 
人 > | 

Hi(X,C) — Hi(X,C) 一 H2(X,2Z)。 
映射 * 表示 Hi(X,C) = 万 50X) @ HW(X) 在 第 二 个 因子 上 的 投影 , 并 且 因 此 是 满 
射 。 所 以 ci 核 中 的 任意 闭 链 ye HiI(X,0O*) 在 必 的 像 中 , 即 , 同调 于 常数 系数 的 上 同调 ; 
此 ，X 上 陈 类 为 0 的 任意 线 丛 可 由 常数 转换 函数 给 出 。 
现在 , 如 果 工 一 M = V/A 是 平庸 陈 类 的 任意 线 从 , 那么 我 们 可 以 找到 M 的 一 个 开 履 
一 0 使 得 对 每 个 a，A-1(U6。) = {Uojy}; 是 通过 7 同 构 于 U。 的 开 集 的 不 相交 的 集 
, 并 且 是 常数 转换 函数 为 {guj} 的 平庸 化 pa: Lu, 一 Us x CC 的 一 个 集合 。 于 是 , 通过 对 
2 
以 定义 


Qo, jo 为 取 hao ;J0 一 三 1 并 且 对 CQ ;7 Q: Q 了 设 ha = ho gao/ 使 得 Ua 门 Ua’ 0, 我 们 可 
常数 {hoj}aj。 不 能 看 出 , 由 {gaw} 上 的 上 闭 链 法则 , 它 有 明确 的 定义 , 并 且 通 过 


a 


pai 二 hoj NT” pa 
定义 的 平庸 化 
pai : mT Lu, = Uo xC 
粘 在 一 起 得 到 常数 乘 子 的 x*L 的 平庸 化 。 
为 了 使 这 个 讨论 更 明了 , 我 们 将 更 详细 地 讨论 M 上 线 丛 群 的 几何 。 回 想 一 下 , 由 指数 
层 序 列 


H'(M,2Z) 一 万 (MO) 一 有 (MO 一 天 (2 
M 上 陈 类 为 0 的 全 纯 线 从 群 Pic?(M) 为 


H!(M, 6) 
Hi(M,Z)” 


现在 ，H1i(M,O) = HW%(M) 是 M 上 (1,1) 型 不 变形 式 空 间 , 即 ，V 上 的 共 力 线性 泛 
函 空间 了 = Home(V,C)。 男 一 方面 ,1(M,Z) 是 M 上 有 整数 周期 的 实 不 变 1 形式 空间 ， 
即 ，V 上 在 A CV 上 取 整 数值 的 实 线 性 泛 函 空间 。 映 射 


Pic? (M) = 


Hi(M,2Z) 一 Hi'(M, O) 


直接 由 


给 出 ; 因为 对 实 w， 
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x 月 有 入 《 A 是 整数 | 仪 1X 月 有 入 《 A, 
| S 


所 以 我 们 看 到 ，H1(M,CO6) = V 中 HIi(M,Z) 的 像 A 正好 由 VV 上 的 共 罗 线性 泛 函 组 成 , 它 
的 实 部 是 人 C Y 上 的 半 整 数 。 因 此 ，Pic0(M) 又 是 一 个 复 环 面 , 通常 称 为 M 的 对 偶 Abel 
繁 并 且 表示 为 M。 

显然 , 如 果 z1,… ,zx2n 是 如 上 对 偶 于 基 X…，,》Xan 的 站 上 的 实 坐 标 , 并 且 设 x 表示 实 
泛 函 x; 的 线性 共 斩 部 分 , 那么 好 形成 A* 的 一 个 基 。 写 作 


Xi 二 》 Tia2a 十 》 NiaZa 
2 a 
Li MiaZa) 


后 , 我 们 得 到 ， 


其 中 , 就 象 我 们 在 上 面 找到 的 一 样 ， 
A 


1 一 上 
i 


k * * _ 
Va Tnta Ynta — To 


把 A* 的 基 {x*} 重新 排序 后 , 我 们 看 到 ， 


nn = 
BE AC 


因此 , 如 果 我 们 把 基本 除 子 ja 排序 使 得 61|62|… 15%, 那么 我 们 可 以 设 


# Oa 
Ca 一 Bd 
于 是 我 们 得 到 
(Vy A (esisye,) 
和 


(Wy nA A Ol) 
于 是 , 在 A* 的 基 (wy) 和 的 基 (es) 下 ，M 的 周期 矩阵 为 
二 
因为 对 所 有 a 有 664|6%, 所 以 Ai 还 是 对 角 的 和 整数 的 ; 并 且 因 为 
60ATIZAT 门 = 6n'Ay! ZAs! 
= bnAT ZA 
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和 
Im(6,As ZAs') = 6nAsy'YAs! 
还 是 正定 的 , 所 以 我 们 看 到 M 是 Abel 簇 ; 的 确 ，M 上 的 初始 极 化 诱导 出 “对 偶 ? 基 本 除 子 
为 {di/54} 的 M 上 的 一 个 极 化 。 
现在 , 设 工 是 M 上 的 正定 线 从 。 我 们 可 以 通过 


顺风 二 五 加 放 也 
定义 一 个 映射 
pr : M — Pic’ (M), 


我 们 要 在 关于 工 归 一 化 的 人 的 基 {Xs} 和 VV 的 基 {es} 下 , 以 及 在 A* 的 对 偶 基 { 吧 } 和 六 
的 基 {e*} 下 明确 地 来 讨论 pL。 
首先 , 我 们 确定 出 映射 


HY (M) 一 有 (MG) 一 Pico(M)， 


其 中 5 是 Dolbeault 同 构 。 如 果 
0 一 > dd onEC 
是 M 上 的 常数 (0,1) 形式 , 那么 , 在 足够 细 分 的 开 履 盖 的 每 个 开 集中 , 我 们 可 以 写 出 


0 二 Of(z), 


其 中 , 对 ze 的 分 六 的 适当 选择 , 得 到 
A 5 
因此 , 伴随 于 o 的 线 丛 的 转换 函数 为 
gi(2) = e2mitf- 方 CO)， 
并 且 相 应 地 , 在 适当 的 平庸 化 下 , 乘 子 为 


一 277z0wa —2niS ooZ 
exu(2) 一 6 > EARL > 人 “9 。 


用 函数 
[0 


乘 以 平庸 化 得 到 归 一 化 乘 子 


EXa (z) el 1, 
a 


2 e172 oY 
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其 中 和 = Im2Z 如 上 。 在 V 上 的 坐标 x* 下 , 我 们 看 到 , 伴随 于 


3 V 一 一 1 —1 
2 cor 人 >》 5 CaZapBYgy dzZy 


的 线 从 的 乘 子 为 

eu 三 1， ew = e-2mi 于 5 coZop， 
同样 , 对 应 于 

>， Ca2m+a = 二 > gp 
的 线 从 的 乘 子 为 


了 下 和 
oo 


eu 三 1， eal(2)=€ 


另 一 方面 , 因为 对 任意 六 = 于 HUaes EV, 线 从 工 由 


(= 1, Xtal C2Tizo 
给 出 , 所 以 公克 由 
eo 
给 出 ; 因此 ，y(L) = 三 @ 7*L 的 乘 子 为 
人 


四 ， 
pr(>， CaAXa) 一 Ca0aZm ia = 一 Ca0auVa， 


并 且 ， 如 果 如 -二 >， G&Anta 二 > CaZapep， 那么 pL(2, CaMnta) 的 乘 子 为 


二 一 271Z 
eX 三 1, EXn+6 一 ep: 


即 ， 
PID canta) = > bacat = > caddie 
(这 最 后 两 个 断言 是 等 价 的 , 因为 pz 是 复线 性 的 并 且 因 此 
pr(> janta) = pr(> caZopd3 Xp) 
= 2 
= >,caZop(6n/58)ey 
= ddl(0s 2803 60%) 


二 ) 
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在 任何 情况 下 , 由 此 我 们 显然 得 到 ，wz 的 核 正 好 是 由 {6z1Xu, 671Xn+ae} 生成 的 YM 的 子 群 
即 , 线 从 工 正 好 在 I62 平移 


{7T, :Vv € Z{67 Na, 607 Mra}} 


在 把 Abel 复 M = V/A 上 的 正定 线 丛 工 一 M 描写 为 平庸 从 V x C 的 商 后 , 我 们 因此 
可 以 把 工 的 整体 截面 实现 为 满足 一 定 泛 函 方程 的 Vs 兰 C?" 上 的 整 全 纯 函 数 。 这 些 函 数 称 为 
9 函数 , 并 且 为 了 研究 它们 , 我 们 要 证 明 
定理 : 设 上 一 M 是 任意 正定 线 丛 , 并 且 设 5，,… ,6 是 M 的 极 化 cl( 厂 ) 的 基本 除 子 。 那 么 ， 

1. dim H°(M, 6(L)) = 1, 5 

2. 当 记 之 2 时 ，Ho(JM,CO(L*)) 没有 基点 , 并 且 当 此 之 3 时 给 出 一 个 详 入 。 


在 证 明 这 个 定理 之 前 , 我 们 作 几 个 评论 。 首 先 , 因为 Ky = 0, 所 以 由 Kodaira 消 没 定 
理 得 到 ， 


pr(M,O(L))= 1?(M, 0"(L))=0, p>d0, 


并 且 因 此 
pM,O(L)) = x(L). 


为 一 方面 , 我 们 可 以 找到 五 (AZ 的 整数 基 {dzi,…, dz2n}, 使 得 


本 一 >， 0udzau NM dTnra, 


并 且 因 此 
a(L)"*=n!l[lis es HY(M,Z) SZ. 


因此 , 断言 1 可 以 看 作 一 般 Riemann-Roch 公式 的 特殊 例子 , 用 拓扑 不 变量 的 方式 来 表示 
线 从 的 全 纯 Euler 示 性 数 。 

日 于 Lefschetz 定理 , 断言 2 有 更 深 的 意义 , 并 且 将 在 后 面 出 现 。 

为 了 证 明 第 一 个 陈述 , 选择 A 的 整数 基 {和 1,.…, Xan}, 使 得 在 对 偶 坐 标 21,…… ,zzn 下 ， 


Er 


ci(L) = > Oadxo NN dxniao 
如 前 设 
66 二 67 1 No, 


并 且 设 名 ,… ,zn 是 V 上 相应 的 复 坐 标 , 使 得 人 A CV 的 周期 矩阵 9 的 形式 为 


0 = (AMs, 2Z), 


其 中 , Z = 对 十 V1Y 是 对 称 的 , 并 且 Y > 0。 


Riemann 曲面 和 代数 曲线 : 复 环 面 和 Abel 禾 286 


现在 , 我 们 已 经 知道 , 线 丛 工 是 由 乘 子 


一 27T22aw 


CXa 三 1, 区 加 (z) 3 


给 出 的 线 从 Lo 的 平移 。 因 为 hn(L) 在 平移 下 显然 是 不 变 的 , 所 以 我 们 将 对 工 = rwLo 证 明 


断言 1, 其 中 ， 
1 
HL= ; > Mo Ge 
于 是 , 三 的 乘 子 是 


== 一 277za 一 TI 
eX, 二 1, CR 一 e T2Za 一 TILawaw 


并 且 因此 工 的 整体 截面 4 由 站 上 的 整 全 纯 函 数 0 给 出 , 它 满足 


O(z+ Xa) =0(2), Oz+Mta)=e "0.0(z). 


ET 


8 第 一 个 条 件 , 这 样 的 函数 0 对 变量 区 = ezrais * 必须 有 寡 级 数 展开 ; 我 们 可 以 写 出 ， 


0(z) 一 >， QI1 ， 2 a Zin 


lEZ™ a 
2ri Tlada lza 
(*) Se 
lEZn 
:11 和 一 1 
二 : 》、 al1 . e2mitA5 2) 。 
LEZm 


第 二 组 条 件 给 出 9 的 系数 w 中 间 的 递归 关系 ; 因此 得 到 ， 


Oz+ Mta) = > ol E27TilbAs (ztAnta) 
1eZ" 


到 > Be E27Ti(L, A Mta) . E27Ti(L,AT 2) 


l€EZ™ 


但 是 上 面 的 第 一 个 条 件 断 言 ， 


0(z 站 Na bm ee 一 27miza 一 TiZaa 0(z) 


Ek 
Se C2Tiza—niZaa > aye2mttbAs Z) 


l€EZ™ 


3 一 Tri 2mi(1Arlz 
i Ql+Asea “© oa%s€ ( 6 ) 


l€EZ™ 


比较 这 两 个 0(z 十 和 4a) 的 Fourier 展开 , 我 们 得 到 


27i(l,AF Mra) triZaa 


QI+6ueau 二 € “Qlo 


因此 , 4 完全 由 系数 


{Qi:0<10 <66 
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的 选择 所 确定 , 并 且 因 此 得 到 


io 6(L)) < [ [6a: 


为 了 证 明 等 号 , 我 们 必须 证 明 , 由 系数 {41}ho<i。<s。 的 任意 选择 所 确定 的 级 数 (*) 实际 
上 是 收敛 的 。 现 在 , 我 们 可 以 写 出 


i 2nillo+Asl,A~ lz 
0(z) 二 > 1 ,Qlo+Asl*€ hs ] 
0<loa<ba \l€EZ™ 
， E27Ti( lo,As 12) > 27r2(1z 
二 (lo, 6 5 | QI0+ANL 人 "| 
0<lo, <6a l€Z™ 
设 
E27 (lo, As 27i(l,z) 
(x**) Oi (z ) = > QIo+A51 人 


LEZm 


是 由 选择 an = 1 确定 的 级 数 , 并 且 递 归 关 系 如 上 ; 由 这 些 关 系 的 线性 , 我 们 得 到 , 一 般 0 函 
数 的 形式 为 


0(z) = 六 Qi O12), 


0<los <éba 


并 且 因 此 充分 证 明了 级 数 (**) 是 收敛 的 。 
为 了 方便 , 设 b = ao+rAii 那么 递归 关系 为 


bire, Qlo+Aslt+Asea 


27i((lo+Asl),AF Mra) tniZaa 


€ “ Ulo+Asl 


C2Ti(l Mnta) +2nrillo,As Mta)t riZaa 


我 们 可 以 通过 设 


b, = ETi(,21) +2ri(As 10,21) 


计算 出 这 些 关 系 ; 为 了 验证 它 , 因为 Z = 二 和 Ze = 和 jw, 所 以 我 们 得 到 ， 


bi ee eTil(ltea),Z(ltea)) +2ri( A 10,2(+ea)) 
a 
= ETih2l) +2ri(l,Zea)+2ri(ea,Zea) +2ri( A 10,2U)+2ri(As lo,Zea) 
e2mill 和 n+a)TTiZoaT2mi(A5 lo Mnto) Dp, 
因此 , 得 到 的 bi 的确 是 递归 关系 的 解 。 


现在 ， 


[NE A(l YD)-2 (As oYD) 
其 中 , YY = Im2 如 上 。 但 是 , Y 是 正定 的 , 并 且 因 此 对 某 些 常数 c > 0 得 到 


(L,YD) > cl 
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还 有 , 显然 对 某 些 常数 % 有 
[As 0, YD < ce 人 


并 且 因此 对 茶 些 彰 数 ec > 0, 对 足够 大 的 4, 我们 得 到 


-ell 


[oi| < Ce 
因此 , 级 数 (**) 在 C" 中 的 紧 致 集合 上 一 致 收敛 , 并 且 我 们 完成 了 证 明 。 
寺 别 注意 , 如 果 c1(L) 是 M 的 主 极 化 , 那么 五 "0 CO(L)) 是 一 维 的 , 并 且 由 对 应 于 函数 


0(z) = > ， ETill,20) . 2ri(lz) 


l€EZ™ 


的 截面 0 生成 , 它 满足 泛 函 方程 
0(z, ea) 0(z), 
O(z 半 Ne ) 和 C2Ti(zat Zoa/2) . 0(z), 


和 
0(z) = 0(—2z)。 


这 个 美妙 的 整 函数 称 为 主 极 化 Abel 复 (MM [w]) 的 Riemann 0 函数 。 

还 要 注意 , 因为 h(M,CO(L)) = 1, 所 以 除 子 9 = [0 被 工 唯 一 确定 , 并 且 因 此 除了 一 个 
平移 外 被 上 同调 类 [w] 确定 ; 9 被 称 为 极 化 Apel 秘 (MM |w]) 的 Riemann 0 除 子 。 

考虑 下 列 构造 对 理解 最 后 一 个 结果 是 有 益 的 : 设 和 人 ,Xze,z6 和 了 如 上 。 设 人 CT 
是 由 矢量 


区 二 
生成 的 格子 ; 设 M' = V/A’。 因 为 A 是 A' 中 指标 人 = IT]56 的 子 格子 , 所 以 投影 映射 


1 一 NM 


把 M 表示 为 M' 的 人 叶 履 盖 , 纸牌 变换 就 是 平移 {m jeAyA。 
但 是 现在 , 在 基 {入 } 和 {ea} 下，A’ CV 的 周期 扎 阵 就 是 


Rt 


因此 , 如 果 z1,… ,2 是 对 偶 于 {和 XX} 的 实 坐 标 , 那么 类 


[w] = 受 dx’ 入 a 一 [> 0udzu Adaznra 


是 M 的 主 极 化 。 因 为 工 除 了 平移 外 被 它 的 陈 类 ci(Z) = [w] 所 确定 , 所 以 我 们 可 以 找到 线 
从 聊 一 1M 使 得 说 有 = 天。 总 之 ,，， 如 果 匡 一 M=T/A 是 40e1 徐 上 任意 正定 线 丛 , 那么 
我 们 可 以 找到 主 极 化 线 从 为 [一 MI 的 一 个 Abel 和 化 MH 和 使 得 xn“*L' 二 工 的 一 个 有 限 映 
射 z :MM 一 M'。 
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相当 明显 , 对 应 于 断言 1 的 证 明 中 定义 的 0 函数 和 的 人 个 截面 所,, 除了 一 个 乘 子 外 ， 
是 来 自 x': M 一 M' 的 纸牌 变换 的 所 有 的 互相 平移 , 并 且 FH°(M', OC(L)) 的 生成 元 0 为 
Tx0 = >， TxO。 
AEA'/A 
现在 , 对 主 极 化 为 ci(L) 的 线 从 芽 , 我 们 来 证 明 断 言 2; 想法 是 利用 环 面 上 的 群 的 定律 。 
设 工 一 M 是 主 极 化 的 并 且 象 最 后 一 段 一 样 都 是 归 一 化 的 。 我 们 得 到 


HM,O(L®*)) = {0€ O(V):0(z+ea) =0(2),0(z + Mia) = e "ito /2 0g(z)}, 


寺 别 是 , 如 果 0 是 (0 了) 的 Riemann 9 函数 , 那么 , 对 每 个 UE M 有 


BO,(z) = 0z+ W002 -pH EH (M, OL)). 


现在 , 如 果 z2* € MM, 那么 我 们 可 以 找到 je AM, 使 得 09(z* 十 4) 关 0 和 90(z* 一 了) 关 0; 即 ， 
9,(z*) 关 0。 因 此 , 线性 系 | 到 | 没有 基点 , 并 且 因 此 它 给 出 映射 or : M 一 PN。 

为 了 搞 清 楚 由 线 从 瑚 给 出 的 映射 wa : M 一 PN 是 一 个 散 入 , 设 00,…,0N 是 
HW"(M,O( 苞 )) 的 一 个 基 , 并 且 设 


O00(z) :+:.: On(z) 
人 a (z) ... Sx (2) 
(2) .Mr (2) 


我 们 将 首先 证 明 ，_Z (z) 的 秩 是 nn 十 1, 并 且 因此 61s 是 一 个 漫 入 。 设 0(z) 是 Riemann 9 函 
数 , 并 且 设 

8lz 几 内 三 六 zx 十 NOz 二 DOLz 一 由 一 切 )。 
9 是 三 个 变量 > 和 z 的 全 纯 函 数 ; 固定 1 和 vw 后，9%w(z) = 9(z, 几 四 是 A 的 整体 截 
面 。 于 是 我 们 可 以 写 出 


©O(z, 1, 5) = co(1,V): bo(2) 二 -+cN(K, rv) :ON(z), 
其 中 ，c 对 jw 和 vw 是 有 明确 定义 的 和 全 纯 的 。 
现在 , 假设 对 某 些 z* Ee M，_J (x*) 的 秩 <n 十 1, 即 , 对 0 入 ;入 N， 
O00; O00; 


本 上 .| Wg )。 


因此 , 对 所 有 yw 和 wv 有 


O00 ,， 909 ， 
a0Q(z*, ,rv) = Ve ,MV) Tn , MV)o 
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如 果 我 们 定义 整 函 数 为 


那么 对 所 有 ,vv 有 


和 Olog©,， 
P+ 辐 二 P22 二 二 p22 一 = Da (2 po ny) 


8 


| 
-gr De 2 ,MV Z) = a0。 
现在 , 对 任意 , 我 们 可 以 找到 使 得 p(x* 十 v) 关 00 和 p(x* 一 1 一 v) 关 00, 即 ,使 得 z* 十 v 
和 一 4 一 vv 都 在 的 极 除 子 之 外 ; 因为 p(* 十 内) 十 Pp(* 十 D0) 十 Pp(z* 一 上 一 v) = a0, 所 以 
gp(2* 十 久 ) 是 4 的 整 全 纯 函 数 。 现 在 显然 有 yp(z 十 ea) = 2(z); 并 且 因 为 


0(z Car 和 n+a) 二 2 


Zo 
log0(z+ Mia) = —27i (= 十 字 ) 十 log0(z)， 


即 ， 
PZ Ma) = (2) — 2Ni: Qao 
因此 , 对 格子 A, 每 个 偏 微 商 9p/0z; 是 周期 的 , 因此 在 V 宇 C" 中 是 有 界 的 且 从 而 是 常数 。 
因此 ，w 必须 是 线性 的 ; 写作 
= > ba:Zaco 


但 是 对 所 以 a 有 w(z 十 e4) = yp(z) 芒 ba = 0; 因此 yp(z 十 和 ja) = wp(z) = c。 于 是 , 对 所 有 
a 有 


olz Mnta) — Pp(2) =27i.aa 全 aa=(0。 
我 们 推导 出 推测 的 线性 关系 


ao0;(z )= Da z*) 对 所 有 7 


平庸 的 , 并且 LL3 是 一 个 漫 入 。 
还 要 通过 寺 类 似 的 讨论 证 明 ，4zs 是 一 对 一 的 。 假 设 存 在 2 z2 E C", 使 得 对 所 有 i 有 


0i(z1) = p :0i(z2); 


我 们 将 证 明 zi 和 zs 表示 M 上 的 相同 点 。 从 一 般 关 系 得 到 ， 


N 
(六 局 动 全 》 商人 
2 一 0 
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因此 , 等 价 地 得 到 , 在 yj 和 vw 中 


©O(z1, AZ) 下 dd 一 人 一 2) = 
O(z2, N,V) ba 十 [bz tv) nr) 


对 任意 jE C", 我 们 可 以 找到 vw, 使 得 


0(z1+v),0z1 — Hv),0z tv),0z2 — HC— rv) 


都 不 是 零 ; 因此 0( 包 十)/0(zz 十 1/) 是 4 的 非 零 整 函 数 。 于 是 我 们 可 以 设 


0(z1 a Z) 
yz) wa log 0 (za J 2 
并 且 得 到 一 个 整 函 数 。 由 9 函数 的 泛 函 方程 得 到 ， 
Vz+ea) = V2) + 27ibo, ba EZ 


bz 十 Xia = V2 -2nia — za)a + 2nica, ca EZ 
就 象 以 前 一 样 , 这 表明 0w/0z; 对 所 有 i 是 常数 , 因此 我 们 可 以 写 出 
%(z) = 2ri 》 ap:z 十 d。 
因此 , yw(z 十 ea) = ww(2) 十 27ibs 和 访 ag = bs € Z; 这 依次 表明 ， 


WZ Mta) — VY(2) = 277 2 apgZLap 
和 > 27i(Z1 — Z2)a 一 27icu + 27i > agZap 
条 1 一 2 = co:eot ,apMntp, 


VU 


有， 2 一 2p 区 人 。 
最 后 , 注意 , 对 任意 正定 线 丛 工 一 M, 我 们 可 以 如 前 构造 一 个 Abel 复 M1', 其 中 主 极 化 
线 从 为 卫 一 M' 和 有 限 映射 为 
T :AM 一 AI 


使 得 
7(L)=L, 

因为 zw 处 处 不 奇异 , 所 以 上 面 的 讨论 应 用 到 乙 就 证 明了 ，rs 同样 是 浸入 ,并 且 对 

fi(D) 关 T(9) 的 p 或 q，4rs(p) 关 wrisa(q9)。wrs 把 x-1(p) 中 的 点 分 离 , 这 一 点 可 以 直接 从 


第 319 页 0 函数 的 显 形式 看 出 。 证 毕 
超出 曲线 的 第 一 种 情况 是 主 极 化 Abel 曲面 的 姐 入 
ir3 : M Ps。 


作为 一 个 特殊 情形 , 如 果 M = Bi x Eo 是 两 条 椭圆 曲线 的 积 ，L1i 一 Bi 和 Ls 一 Bo 是 次 数 
为 1 的 线 从 , 并 且 ora : Bi 一 P? 是 相应 的 嵌入 , 那么 区 = ziLi 大 Po 是 主 极 化 的 , 并 且 1s 
就 是 应 用 到 M = Bi x EB 一 Px 了 PP 的 Segré 映射 了? x P? 一 PS。 
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Abel 簇 上 的 群 结构 

在 结束 复 环 面 的 讨论 之 前 , 我 们 要 对 Abel 艇 上 的 群 结构 做 几 个 评注 。 

任意 复 环 面 M = C"/A 是 复 李 群 一 一 即 , 有 群 结构 的 复 流 形 , 其 中 的 群 运算 是 全 纯 


的 。 反 过 来 , 我 们 得 到 


命题 : 任意 连通 紧 致 复 李 群 M 是 一 个 复 环 面 。 


证 明 : 我 们 首先 证 明 ，M 必须 是 可 交换 的 。 对 每 个 ge M, 设 Ad(9g) 是 上 


Ad(g) :hm ghg™ 


给 出 的 M 的 自 同 构 。 显 然 , 对 所 有 9 e M, 恒 等 元 e 是 Ad(g) 的 固定 点 。 
现在 , 设 z,… ,zn 是 eE M 周围 的 全 纯 坐 标 , 并 且 对 每 个 ge M, 把 Ad(g)*%i 的 窜 级 


数 展开 写作 


Ad(g)”(%) = > OL 


对 每 个 指标 (i1,… 
以 Qi (9) 是 币 数 。 因此 ， 


Ad(g)"(z) = Ad(e) (2) 
并 且 因 此 


即 ，M 是 可 交换 的 。 


接 下 来 , 对 M 在 e 处 的 任意 切 拓 量 v€ TI'(M), 设 


其 中 , t, : M 一 M 是 由 g 得 
同 构 , 它 通过 把 矢量 场 积 分 到 时 间 t 而 得 到 , 并 且 设 
7:T(M)—>M 


是 指数 映射 , 定义 为 
TO) = Olo(ej。 


因为 M 是 交换 的 , 所 以 实际 上 是 和 
个 子 和 
是 复 环 面 。 


司 态 。 因 此 M 是 TI(M) 兰 Cn 除 以 离散 子 秋 
必须 是 格子 A; 因为 M 是 紧 致 的 , 所 以 A 的 最 大 秩 必 须 是 2n, 并 且 因 此 M = C*/A 


in 
Nn 


;in)， 函数 qii.…i(9) 显然 是 9 的 全 纯 函 数 ; 因为 M 是 紧 致 和 连通 的 , 所 


二 i, 


是 MM 上 的 矢量 场 , 定义 为 


到 的 乘 子 ; 显然 , 是 全 纯 的 。 设 pw。:M 一 M 是 M 的 内 目 


的 商 , 这 


证 毕 


注意 , 如 果 M = Cn"/A, MI' = Cm/A' 是 两 个 复 环 本 
么 ,，f 提升 到 一 个 映射 


六 :Cn CC™, 


i, 并 且 f : M 一 M 是 全 纯 映 射 , 那 
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于 是 我 们 得 到 , 在 C" 和 GCm" 各 目的 欧 氏 坐标 > = (2 加) 和 = (wi,:…, wm) 下， 
Jacobi 矩阵 


是 M 上 有 明确 定义 的 整体 全 纯 函 数 , 因此 是 常数 。 所 以 ，f 是 仿 射 线性 变换 , 并 且 我 们 得 
到 


人 全- 旦 而 


命题 : 复 环 面 之 间 的 任意 全 纯 映 射 是 来 自 平移 的 群 同 态 。 

Abel 秘 是 齐 次 代数 从 即 , 它 容许 一 个 双全 纯 可 迁 群 。 其 它 齐 次 复 为 Grassmann 
流 形 , 二 次 曲面 等 等 。 在 这 两 种 之 间 有 一 个 重要 的 差别 。 在 后 一 个 例子 中 , 自 同 构 可 以 取 
为 射影 变换 一 一 即 , 对 适当 的 对 入 M C PN, 自 同 构 群 Aut(M) 就 是 保持 M 固定 的 PN 的 
线性 自 同 构 群 。 另 一 方面 : 
定理 : 如 果 M C PN 是 45e1! 往 ,那么 由 了 PN 上 的 线性 变换 诱导 的 M 的 自 同 构 群 是 有 限 的 。 


证 明 : 设 工 一 M 是 M 上 的 超 平面 从 。 那 么 , 如果 p:M 一 M 是 由 PN 的 线性 变换 诱导 
的 任意 自 同 构 , 那么 显然 有 pw*L = L。 但 是 工 是 正定 的 , 并 且 因此 它 只 被 M 的 有 限 平 移 群 
所 保持 不 变 。 因 此 , 只 需 证 明 固定 二 和 固定 M 中 点 2 = (0) 的 自 同 构 群 yp 是 有 限 的 。 现 
在 , 任意 自 同 构 提升 为 固定 格子 人 C C” 的 线性 变换 5 : C" 一 C"; 还 有 , 因为 p 把 元 变 成 
它 自己 , 所 以 5 必然 美 于 由 ci(L) e HW(M) = 六 四 下 给 出 的 厄 米 内 积 是 么 正 的 。 特 别 是 ， 
$$ 把 一 个 基 下 每 个 格子 失 量 和 变 成 同样 长 度 的 格子 矢量 。 但 是 对 每 个 ; 只 能 有 有 限 个 这 样 
的 格子 矢量 , 并 且 因此 结果 得 证 。 证 毕 


内 在 公式 
用 不 依赖 于 坐标 的 方式 表示 Abel 秘 上 的 结果 常常 有 很 多 便利 , 我 们 现在 将 研究 它 及 其 
几 个 应 用 。 
假设 你 是 包含 整个 格子 A 的 侦 维 实 矢量 空间 , 并 且 在 复 化 Ve= Va@ 


9 


分 解 下 得 到 


(#) Ve=VE@V, 


这 给 出 了 共 力 子 空间 。 于 是 ,在 你 中 和 的 像 投 影 到 TY 中 的 整个 格子 上 , 我 们 仍 把 它 表 示 
为 A; 并 且 
M= VA 
是 复 环 面 。 我 们 将 在 下 一 段 得 到 , 用 这 种 方法 , 每 个 复 环 面 随 着 VR = 人 8z RR 而 出 现 。 
自然 同 构 


ASHMZD, VeH(M,QN)) 


已 经 被 注意 到 。 如 果 dimnc V = n, 那么 由 Kodaira-Serre 和 Poincaré 对 偶 得 到 ， 


VE nM ANSEmTMZ), 
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因此 ，Vi = A 8z RR 正则 同 构 于 ”7 (CR), 并 且 (*) 是 Hodge 分 解 


H™ (M,C) = H""(M) @ Brim(M). 


按照 前 一 节 的 命题 得 到 , 任意 全 纯 映射 


V Vi 
ns 
PA TAN 


EET 


使 得 ole) = e', 并 且 设 
BP:A— A 


表示 同调 上 的 诱导 映射 。 因 为 p* 保持 Hodge 分 解 , 所 以 我 们 看 到 ， 


下 :TY 一 六， 


并 且 它 是 诱导 p 的 线性 映射 。 
极 化 存在 性 的 Riemann 条 件 可 以 表述 如 下 : 巨 2(A0,2) 中 的 类 由 双 线 性 形式 


Q : 人 OZ 人 一 Z, Q(A, 入 ) SS —Q(X, 入 ) 
给 出 。 把 A Bz C 与 V@V 等 价 后 , 双 线 性 关系 为 


QV,V)=0, vv EV, 
—V—1Q(v,v) >0, 0 和 关 vET。 


例如 , 如 果 5 是 紧 致 Riemann 曲面 , 其 Jacobi 艇 为 


再 01(5) 
A (0) = Fis 2)’ 


那么 , 由 除 子 6 给 出 的 主 极 化 就 是 由 杯 积 


Hi(S,2Z) ® H'(S,Z) 一 也 


给 出 的 主 极 化 , 由 Poincaré 对 个 得 到 它 是 乏 模 的 。 一 般 地 , 如 果 @ 是 基本 除 子 0 …: 


那么 ， 信 = 61:……:- 06n 称 为 Q 的 Pfaff 式 ,并且 


det Q = A?, 


我 们 将 利用 这 个 内 在 公式 来 构造 PoincarE 线 从 


尸 一 MXx MI 


日 一 个 仿 射线 性 映射 了 一 VW 给 出 。 为 了 搞 清 这 个 映射 是 什么 , 我 们 把 y 与 平移 复合 起 来 
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其 中 ，M = Pic(M) 是 对 偶 于 M 的 复 环 面 。 回 想 一 下 ，Pic0(A) 被 定义 为 第 一 陈 类 为 零 的 
全 纯 线 从 的 群 。 由 指数 层 序 列 的 上 同调 序列 , 我 们 得 到 一 个 自然 等 价 

Hi(M,O) 

Hi(M,Z) 


Pic?(M) 兰 


宕 Fe A* = Hom(A., Z), 


并 且 用 P.M 表述 对 应 于 5 e Pico(M) 的 线 从 。 


引 理 : 存在 一 个 唯一 的 全 纯 线 从 
尸 一 MXx 


称 之 为 Poincaré 线 丛 , 它 在 e x M 上 是 平庸 的 , 并 且 满 足 


Plux{e} SS FR。 


证 明 : 利用 M = 五 "1(M)/H1(M,2Z), 指数 层 序列 的 上 同调 序列 和 Kiinneth 公式 给 


HI(Mx MO— Hi(MxMO) HAMxXMZ— HM,xM,0). 


1 1 
Hi(M,6)@ Hi(M, O) Hi(M,2Z) @ Hi(M,Z) 
a 


Hom(Hi(M,Z), Hi'(M, 2Z)) 


现在 , 因为 恒 等 元 Te Hom(Hi(M,Z), Hi(M,Z)) 保持 Hi1(M,C) 上 的 Hodge 分 解 , 所 以 它 
的 Hodge 型 为 (1,1)。 那 么 , 由 (1,1) 类 上 的 Lefschetz 定理 , 我 们 得 到 cl(P) = 了 的 一 个 全 
纯 线 从 PP 一 M x M。 限 制 Plxrxte 的 陈 类 为 0, 并 且 因 此 对 某 些 全 纯 映 射 


就 是 P(e)。 归 一 化 使 得 p(e) = 6 它 是 通过 忆 乘 以 60 = yp(e) 的 TP 而 得 到 一 一 通 
过 构造 , 诱导 同调 映射 就 是 恒 等 元 。 于 是 ，p 也 是 恒 等 元 , 并 且 它 证 明了 Poincaré 线 从 的 存 
在 性 。 

如 果 P,P' 是 两 个 这 样 的 线 从 , 那么 Q = P* ® P 有 这 样 的 性 质 


QIMx{t}EMxC Qf{e}xMEMxC. 


用 少 表 示 第 二 个 平庸 化 , 并 且 设 o( 和 ,6) e Qe 是 Qurxte 的 唯一 截面 它 在 (e,6) 处 的 
值 为 -1(1)。 于 是 , o 是 Q 的 不 等 于 零 的 全 纯 截面 , 因此 它 必须 是 平庸 线 从 。 证 毕 


对 正定 线 从 工 一 M, 我 们 设 在 M x M 上 有 LL&%P= riL%P, 那么 ， 


L®Pluxt} SS L®R 
一 Le, 
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其 中 最 后 一 步 是 定义 。 利 用 第 三 章 第 五 节 关 于 第 二 类 微分 的 结果 , 我 们 将 证 明 
命题 : 对 每 个 ce M, 存在 和 个 截面 bj(NE) E 万 0((MxM ,DTQ@P)), 它 诱导 万 0(M CO(Da)) 
和 


这 个 证 明 来 自 于 出 


OF(A) 一 TD 了 四 大 
定义 的 映射 
Ohhd 一 M 
的 一 些 初步 结果 , 它们 在 前 一 节 已 经 讨论 过 。 因 为 pr(e) = 6 所 以 按照 一 般 的 评注 ，pr 由 
下 列 诱导 同调 映射 唯一 确定 : 
Br : A—A” 
: HY (M,Z) 一 Hom(H*Y (M,Z),2). 

我 们 将 计算 BL, 因此 给 出 pz 是 一 个 次 数 为 A? 的 同 源 映射 一 一 即 有 限 叶 履 盖 映射 一 一 这 
个 事实 的 另 一 个 证 明 。 

为 此 , 我 们 考虑 由 


ON 


tt 


给 出 的 群 定 入 


m:MxM—M., 


由 构造 得 到 


(9 PrN=mL Om Lux 
如 果 z1,… ,zzn 是 保 上 的 实 坐标 , 使 得 工 一 M 的 陈 类 是 


w 二 >， OadXa 入 qdzZnra， 


那么 , 利用 M x M 上 作为 对 应 坐标 的 (wa,vs) 得到， 


m*w 一 >， 0u(dua t+ dva) Al(dunra 十 aonra)。 


如 果 7 E 万 2(0 2 那么 我 们 设 太 E 万 ICM x M,Z) 是 类 fn, 并 且 对 mp 类似 设 定 。 
从 (*) 我 们 容易 推导 出 ，Bz 由 五”T(M,Z) 上 的 双 线 性 形式 给 出 , 其 定义 为 


BL(n, 7) a 上 mwA71A 110 。 
MxM 
清楚 地 计算 后 , 我 们 写 出 
WD 二 >》 -Dimdz 和 人 和 人 dz N+ 人 \ dzon, 
J D1 mde EA dz; 和 A 人 dzon， 
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并 且 于 是 通过 m*w 和 Bz 的 公式 得 到 ， 


Bi (WBN) = dane = kee)s 


这 证 明了 前 面 的 断言 : 


PL: M 一 M 是 次 数 为 A? 的 同 源 映射 , 或 者 等 价 地 , 线 从 研一 M 正好 在 下 列 平移 群 
下 保持 固定 : 


Z{0% Ta, 0 Tnya}e 


回 到 命题 的 证 明 , 方程 
€ = pL(N) 
有 人 A? 个 解 Aa(€)。 如 果 9(z) < CO(V) 是 一 个 9 函数 , 它 给 出 工 一 M 的 一 个 截面 , 那么 
90、(z) = 0(z 十 入 ) 给 出 7L= 工 8 Lyi) 的 一 个 截面 。 现 在 , 如 果 p:MxM 一 MxA 怕 是 
日 p(X, 入 ) = (Pr(A)) 定义 的 同 源 映射 , 那么 0(z, 入) = 0(z 十 入) 给 出 


EE 


TL@PrP=p(L®P)— MxM 


的 一 个 截面 。 因 为 9(z 十 和 a(&)) = 90(z 十 和 (8)), 所 以 这 个 截面 从 截面 0(z,&) € HY(M x 
M,CO(L @ 也)) 诱导 出 来 。 用 这 种 方法 , 我 们 可 以 构造 命题 所 要 求 的 截面 。 证 毕 

我 们 最 后 讨论 一 些 复 环 面 , 它们 内 在 地 伴随 于 一 个 任意 紧 臻 Kihler 流 形 M。 回 想 一 
下 来 自 第 二 章 第 一 节 的 Hodge 分 解 


HVO= BD HM), 


r+7 二 2g 一 1 
对 1 gq < dim M, 我 们 设 
Vi= HM)O:...@ HM). 
于 是 ， 
HI(M,C) = Ve@V,, 
而 且 , 如 果 我 们 设 A, 表示 五 2+1(M,Z) 一 V 的 像 , 那么 第 gq 个 中 间 Jacobi 徐 定义 为 复 环 面 


_h 
eo 
我 们 将 主要 讨论 极端 情形 g=1 和 g=n。 
当 g = 1 时, 我 们 找到 Picard 簇 
Hi(M) 
ZZ1(M) Ss Hi(M,Z) 
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对 g = n, 我 们 得 到 Albanse 禾 
五 "17( 71) 
te) 
区 Ho(M, QT)* 
~ Hi(M,2) 
= AIb(M), 


其 中 , 最 后 一 步 是 定义 。 现 在 , 如 我 们 在 Abel 定理 讨论 中 同样 的 理由 , 选 定 基点 po e M 和 
基 vt cs 和 H°(M, 0Q!) 后 ， 昕 


给 出 的 映射 
1: M — Alb(M) 
有 明确 的 定义 且 是 全 纯 的 。 通 过 构造 , 诱导 映射 
, Hi(M,Z) 
A “一 措 率 
1 : HAIbP(M),Q!) 一 万 "0 OHD) 


是 同 构 。 利 用 内 在 公式 得 到 


一 Hi(Alb(M),Z), 


Pic?(AIb(M)) = 和 

= Pic (M), 
Hi"(M) 
H2"-1( M,Z) 
= Alb(M)。 


Alb(Pic’(M)) = 


特别 是 , 在 一 种 自然 的 方式 中 ，Alb(M) 和 Pic0(M) 是 对 偶 复 环 面 。 
现在 假设 w e HWM) nnH2(M,Z) 是 正定 线 从 的 陈 类 。 于 是 , 由 Hodge-Riemann 双 
线性 关系 , 由 


om = | won HANnAN 
M 


给 出 的 双 线 性 形式 

QI:AIQ@AI 一 忆 
诱导 了 Pic"(M) 上 的 一 个 极 化 , 通过 前 面 的 讨论 , 它 诱导 了 对 偶 环 面 Alb(M) 上 的 一 个 
极 化 。 对 正定 线 从 工 一 Alb(M) 和 Poincaré 从 已 一 Alb(M) x Pic"(Alb(A)), 我 们 设 
大 = 工 @PlAbpunxte, 其 中 ,，€ = Pic"(Alb(M))。 那 么 , 对 每 个 截面 be H?(Alb(MM), 荆 ), 我 
们 已 经 构造 了 0c € 有 H?(AIb(M), LK)。 在 正则 映射 


u: M — Alb(M) 


Riemann 曲面 和 代数 曲线 : 曲线 及 其 Jacobi 簇 299 


下 把 它 拖 回 和 做 前 面 的 等 价 Pic?(Alb(M)) 兰 Pic (M) 后 , 我 们 推导 出 

存在 全 纯 线 从 Le 一 M, 它 可 用 & € Pic (JM) 参数 化 , 满足 Le @ Li = 并 且 全 纯 截 面 
Oe € Ho(M, O(Lz)) 全 纯 地 依赖 于 5 

如 果 g = 3b1(M), 那么 设 De = (be) 后 , 这 最 后 一 个 断言 经 典 上 陈述 为 : 在 M 上 存在 一 
个 co 线性 不 等 价 除 子 族 De。 


7. 曲线 及 其 Jacobi 复 


预备 知识 
现在 , 设 5 是 亏 格 为 g 的 紧 致 Riemann 曲面 。 选 择 到 (5S, 2) 的 一 个 标准 基 {a1,…, ay 
5 …… ,bo}, 使 得 


站 (0 全 (bob)=0, 站 (二 风声 
依次 设 wo ,wy 是 五 0"(S, 05) 的 基 , 它 对 于 {faa,pe} 是 归 一 化 的 , 即 , 使 得 


Wa = 0ag。 


回想 一 下 ，5 的 Jacobi 徐 4(5) 由 (5) = CI/A 给 出 , 其 中 A 是 由 矢量 


Cr 
gta = (/ | 只 
bo bo, 


生成 的 格子 。 由 Riemann 双 线 性 关系 ，A C Cs? 的 周期 矩阵 Q 的 形式 为 


6 SA 


本 三 让 5 


其 中 ,2 = 和 Y= Im2 > 0; 因此 , 如 果 我 们 设 x1,…,z2g 是 对 偶 于 实 基 {X} 的 C9 上 
的 实 坐 标 , 那么 微分 形式 
w 一 >， dxa MN dTnta 


表示 4 (5S) = C9/A 的 主 极 化 。 用 C9 上 标准 复 坐 标 z = ( 饭 ,……,%) 的 方式 , 我 们 还 可 以 写 
出 
w 一 > 了 和 Adzp， 
其 中 Y= Im2 如 上 。 
( 注 记 : 由 于 Riemann 曲面 的 Jacobi 复 总 是 主 极 化 的 , 所 以 , 在 如 上 归 一 化 后 , 我 们 将 
把 Xu 写作 eu 并 且 把 Xn+a 写作 
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Figure 14 


设 工 是 4 (5) 上 陈 类 为 [w] 的 线 从 , 平移 它 使 得 工 的 整体 截面 9 用 Riemann 0 函数 来 
表示 , 它 满足 


= 0 D(a Ma) S02) 


设 日 C (5) 是 截面 0 的 除 子 。 
现在 , 明确 选择 一 个 基点 zo E 5, 并且 设 / :9 一 24(5) 是 由 


a- (fo 


给 出 的 映射 。 我 们 首先 计算 曲线 (3) C (5) 与 除 子 6 的 相交 数目 ; 为 此 , 我 们 直接 计算 
S 上 ez 的 截面 x6 的 零点 。 假 定 闭 链 au, be 除了 公共 基点 外 不 相交 , 并且 象 在 本 章 第 二 
节 中 那样 , 把 8 表示 为 平面 中 的 多 边 形 A, 它 的 边 依次 对 应 于 闭 链 oa by,a71, 研 ! 等 等 。( 见 
图 14。) 于 是 , 如 果 户 : A 一 C9 是 4 的 一 个 提升 一 由 人 中 从 % 到 z 的 积分 给 出 , 并 且 
< C(C") 是 上 面 的 Riemann9 函数 , 那么 我 们 得 到 ， 


必 0 的 零点 数目 = 


a Ba 


为 了 计算 这 个 积分 , 我 们 把 9A 中 边 ag 和 a5!，531 和 631 的 贡献 一 起 考虑 。 如 果 z,z* 分 
别 是 ag 和 a5 上 的 对 应 点 , 那么 我 们 得 到 ， 


2 po 2 
| | “tf tf wo = | w= Zoe 
Z Z 06 po 06 


il#*) = f(z) + Zp 
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因此 ， 


人 J dlog 0(£(2)) 


1 
27V 一 a 


加 | date) 
QB 

一 f w= 
QB 


类 似 地 , 我 们 得 到 , 对 56,05 ”上 的 对 应 点 z, z”， 


jlz*) = ji(2) — eg, 
因此 ,9(f(2*)) = 0(Ji(z)) 和 


() 于 人 wogo0C)+ 3 108 0) = 0 


把 人 的 所 有 边 的 贡献 加 起 来 , 我 们 得 到 ， 


deg 1 L = wloBOn (z)) = g。 


eg 


注意 , 在 本 计算 过 程 中 我 们 假设 了 在 5S 上 ixg 半 0; 如 果 不 这 样 , 我 们 不 取 工 而 取 适 
入 ET" 的 平移 7 = TL 和 相应 的 截面 6、(z) = 0(z 一 和 ) € H?(_Z4(5),O(L,))。 
计算 deg pz 的 另 一 种 方法 是 拓扑 的 : 


deg1u*L = 上 aa 王 falD) 一 1 全 tre A dot] . 
5 S S 


现在 ， Lx (Qa) -= Na, Hx (Da) 3 Ng 并 且 因 此 


/ MH dxa = | dxa = Oap; 

ap nL(ag) 

1 HW dra = 让 dzxa = 0。 
be HA(b6) 


因此 我 们 得 到 ，[jw*dzxa| Poincaré 对 偶 于 闭 链 一 5b ,并且 [pxdznra] 对 偶 于 十 aa。 那 么 ， 


人 ren A dzn+a) = #(—b, aa) = 1, 
S 


当 
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因此 ， 
deg 人 (站 ) = 人 人 SD dxa 人 本 | =9。 

现在 , 设 6 = (0) 表示 线 从 工 的 除 子 , 并 且 96、 = 6 上 + 入 = (9、) 表示 平移 从 六 = T 江 的 
除 子 , 其 中 ，0、(z) = 0(z 一 科 。 因 为 ci(L) = ci(D 所 以 由 上 面 最 后 一 个 计算 我 们 已 经 证 
明了 , 对 任意 入 e (5), 或 者 

1. 4(S) C OQ 或 者 

2. (5S) 与 9、 正好 相交 于 g 个 点 一 一 多 重 数 考 虑 在 内 。 

对 使 得 US)&e 的 入 e (39), 写 出 除 子 为 


(WA OA = N+ + (Ne 


现在 , 由 Abel 和 Jacobi 定理 知道 , 点 入 e (5) 表示 S 上 次 数 为 0 的 除 子 的 线性 等 价 类 。 
实际 上 , 它 表 明 , 除了 一 个 和 常数。 外， 入 就 是 除 子 》” zi(A) 一 gz0 的 类 。 我 们 把 它 表示 为 
引 理 : 对 适当 的 陈述 Ke (8S), 对 所 有 入 E (39) 有 


9 


DO) + r= 


i=1 


注意 , 这 个 引 理 对 Jacobi 反 演 问题 给 出 了 我 们 约定 的 显 式 解 , 至 少 对 一 般 的 入 e (5) 
使 得 曲线 (5) 不 在 6\ 上 。 


证 明 : 把 9 再 表示 为 平面 上 的 多 边 形 A, 其 中 不 : A 一 C9 是 4 的 相应 提升 。f0、 在 点 
2i( 入 ) 处 恰好 等 于 零 , 并 且 因 此 由 留 数 定理 得 到 ， 


y 1 _ _ 
2 Fialai() 党 | Pa(z) dlog 0\ (Li(z)). 


通过 考虑 9A 的 边 eaz 上 的 对 应 点 z,z*, 我 们 如 前 计算 这 个 积分 。 因 为 


lialzZ”) = hialz) + Zap) 


所 以 9 函数 的 泛 函 方程 给 出 


0\(ji(z*)) =€ 27 (jig(z)+288/2 *a)g\ (Li(z)), 


ET 


日 此 得 到 


dlogbM(P(z)) = dlog 0\(Li(z)) — 2rV—1: welz). 
因此 ， 


二 | ) eog te) + | ,rolediog pn) 


26 


Riemann 曲面 和 代数 曲线 : 曲线 及 其 Jacobi 艇 303 


LapB 网 
= | 80a() + 2 | ma) + / PCauto 
表达 式 的 最 后 两 项 不 依赖 于 入 并 且 因此 可 吸收 到 常数 上 中 。 至 于 第 一 项 , 如 果 包 和 zo 是 
弧 op 的 端点 , 那么 的) = (1) 土 ep; 因此 (E21) = (Pa)) 并 且 


1 
dlog. 0,(h EZ。 
57 | (0) 


因此 第 一 项 同样 必须 是 常数 并 且 可 以 被 吸收。 现在 , 如 果 z 和 z* 是 bg 和" 的 对 应 点 ， 
那么 我 们 得 到 ， 


AZ) 一 ep6， OA D) 一 OO) 


SS 
Re 
QQ 

于 
SS 
| 


所 以 ， 


二 ( | .ieee) + { as po 
0a8 
i bg 
再 次 , 如 果 4 和 zo 是 bg 的 端点 , 我 们 得 到 扣 (z2) = 所 (z) 十 28; 因此 ， 


dlog 0\(L(2)). 


OA) 一 ee Mtoe/ 0 (Gla)), 


Z 
ll rh (2)) — Ma = Lig(z)+ > (modZ)。 


右边 的 表达 式 不 依赖 于 因此 左边 的 表达 式 必须 是 常数 , 并 且 可 以 吸收 到 eu 中 。 把 所 有 
边 的 贡献 加 起 来 , 我 们 最 后 端点 


CO) -去 直人 Ps(zjdlogp(R(a) = Xe + Ka 


证 毕 
从 我 们 对 Riemann 定理 的 讨论 , 我 们 可 以 确定 常数 并 且 当 (5) C 9、 时 正好 完全 确 
定 它 。 


Riemann 定理 


我 们 可 以 用 最 后 的 结果 来 得 到 9 的 除 子 9 的 几何 描写 。 把 我 们 的 记号 稍微 改变 一 下 
是 方便 的 , 用 


D=p+...+pae SO 
来 表示 d 次 有 效 除 子 , 用 表示 ps 周围 的 局 域 坐标 。 一 旦 我 们 选 定 了 > 我 们 可 以 用 


wa(D) = Valp) .dz 
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来 定义 p; 周围 的 函数 ，Q。 是 我 们 前 面 写 作 wa(p)/dzi 的 函数 。 
如 前 , 我 们 由 


HA(D 十 Da) = HAD 十 从 


2 入 pa) 
Co 


% 


WL:S®— £(5)。 
点 pi 不 同 的 点 DD=pi 十 … 十 pa 处 ,在 3 上 的 坐标 2 好 下 , 映射 凤 的 Jacobi 和 矩阵 由 


oa …: 0 (p1) 


ZF (1) = 


Q1(pa) + Qo(pa) 


给 出 。 当 点 p; 在 5 的 典范 曲线 上 线性 独立 时 , 这 个 矩阵 有 最 大 秩 ; 因为 只 要 4d < 9 一般 就 
是 如 此 ,所 以 对 qd < g, 像 


W, = nM(S(®) 


是 d 维 解析 子 繁 , 并 且 因 为 的 纤维 是 线性 空间 , 所 以 映射 凡是 一 对 一 的 。 这 个 映射 的 几 
何 一 -特别 是 它 与 5 上 特殊 线性 系 的 关系 一 -将 在 下 面 两 小 节 讨论 。 

我 们 有 伴随 于 8 的 Jacobi 能 Z(S) 的 两 个 除 子 , 除了 平移 外 它们 的 唯一 的 : 线 从 
三 一 (5) 上 的 除 子 9 一 它 的 陈 类 由 下 (3,2) 兰 名 (4 (5),Z) 上 的 相交 形式 给 出 , 和 在 
A 下 836- 的 像 Ws_1。 这 些 除 子 的 第 一 个 完全 用 4 (5) 和 [w] 的 线性 代数 的 方式 定义 , 而 
第 二 个 直接 包含 5 的 几何 入。 因此 , 根本 上 重要 的 是 


Riemann 定理 : 


© = Wo_1+%, 
其 中 名 是 出 现在 最 后 一 个 引 理 中 的 常数 。 


证 明 : 我 们 首先 证 明 Wj_1 C 9_。。 为 此 , 设 吃 =pi 十 … 十 ps € S99 是 一 般 除 子 , 使 得 点 
2; 都 不 相同 ,1 : 56@) 一 28(5) 在 DD 处 是 一 对 一 的 , 并 且 (5) & exp。 设 


和 二 鸭 DE 


使 得 由 前 面 的 引 理 得 到 ， 


Os Np(S) = pp1) 十 :… 十 NA(Do)。 


现在 一 一 这 是 一 个 关键 步骤 一 一 我 们 已 经 得 到 ，b(0) = 0( 一 4); 因此, 对 ;= 9 利用 
OA(U(Di)) = 0 后 得 到 ， 


O(n(pD) 十 :十 ADo 十 后 =OA 一 AU 三 Oo)) = 0, 
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即 ， 
0_a(M(P1) 十 :十 AD) = 0。 
因此 , 在 S(97? 中 的 开 集 中 ，y*0_; 等 于 零 , 因此 在 所 有 S47-D) 中 等 于 零 , 并 且 我 们 得 到 
Wo 1 CO_.。 
现在 , 从 第 一 章 第 一 节 我 们 可 以 写 出 


O_. = Wo_i 十 O,, 


其 中 > 0EZ 和 6@' 是 (3S) 上 的 有 效 除 子 。 我 们 首先 要 证 明 ，a = 1, 并 且 因此 8’ = 0; 
第 一 步 是 证 明 #(1(5) . 古 1) > g。 为 此 , 注意 到 对 合 / 一 h 像 一 个 恒 等 元 一 样 作用 
在 (2(5)) = 本 (8 (5)) 信 本 (4 (5S)) 上, 并且 因 此 闭 链 一 (5) 同调 于 (5S)。 现 在 , 取 
(3) 上 的 一 个 一 般 点 入 = AD) 十 … 十 (po), 使 得 一 (5) ZWo_i 一 入 ;于 是 一 p(5) 和 
W,_1 一 入 相交 于 孤立 点 , 并 且 对 每 个 i 二 1,.…,g 得 到 


-4 (Do) — 和 EW-1— A 


j#1i 


和 9 与 1(5) 的 相交 数 为 g, 并 且 因 此 得 到 


a Fp(S): Wo-1) + *(u(S) :8') = 9g。 


但 是 我 们 总 可 以 找到 和 E (3) 使 得 1(S) & 6' 二 入 因此 #(1(3),e') > 0, 并 且 得 到 
a=1,#(1(5). Wo-1)=g9 和 #(y(5).O") =0。 
还 要 证 明 6' = 0。 我 们 利用 下 面 的 讨论 : 因为 #(1(S) .8’) = 0, 所 以 


US)ne\zX0 全 NS) Cc 6\% 对 任意 ! e (5); 


由 此 得 到 
em 丈 一 2X1 全 1 CBA 对 任意 Me (9)， 
因为 
© 3 Hi) +HA(Da) 
全 9 jtp1) > AUDa) 
全 9 3 LA( 肪 ) 对 所 有 p32 € 5 
全 6\3A(2) 二 AD) 对 所 有 pS E55 
全 O34(27) 十 K(P3) 对 所 有 pi, pS € 
即 ，H2 C 96^。 重 复 讨论 对 任意 nn 给 出 


ONW,#¥0= 0 WW, 
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但 是 由 Jacobi 定理 得 到 W, = ZZ (5), 并 且 因 此 BGAmTe = 0 于 是 9 = 0。 证 毕 
注意 , 由 Riemann-Roch 公式 , 如 果 DD 是 任意 g 一 1 次 有 效 除 子 , 那么 一 DD 也 是 ; 所 


ET 


以 
Wa = (Re Ws 


现在 , 可 以 确定 出 现在 Riemann 定理 中 的 常数 上 了 : 我 们 得 到 


他 9 1 十 = 日 
= -6 
= —W,_ i 


= 全， 一 上 一 人 人 ( 开 )。 


因为 W,_1 是 主 极 化 的 0 除 子 , 所 以 由 第 317 页 的 结果 , 它 不 能 被 任意 非 零 的 平移 所 固定 , 并 
且 我 们 找到 


2k = 一 人/( 开 )。 
类 似 地 , 当 (5) C ex 时 ,我 们 可 以 完全 确定 它 : 显然 ， 入 一 1(p) € Wo_1 当 且 仅 当 对 
某 些 包含 点 peE 5S 的 De SW， 入 = AD)。 因 此 ,入 -AS) C Wy_1 当 且 仪 当 对 某 些 使 得 
h?(D) > 1 的 DD 有 入 =y(D),。 现 在 , 对 任意 入 = jy(D) 我 们 得 到 


入 一 上 9) CW 1 < 入 一 A(9) 一 “Ce 
< 1/(9) 一 和 一 ACG 
< 全 US9)CG 十 上 十 入 


即 ，HU(S) C eB; 十 入 当 且 仅 当 对 菜 些 使 得 hn(D) > 0 的 DeS9) 入 =AD)。 通 过 注 记 我 们 
可 以 把 它 用 更 内 在 的 方式 表达 出 来 : 上 面 (第 336 页 ) 的 引 理 不 能 给 出 Jocabi 反 演 问 题 的 显 
式 答案 对 给 定 的 和 Ee 多 (5) 找到 DE 5G) 使 得 ULD) = 和 正好 是 当 答案 不 唯一 时 ， 
即 这 样 的 万 在 非 平 庸 线性 系 中 变化 。 


Riemann 奇异 性 定理 

我 们 现在 把 注意 力 转 向 子 复 Wi = AS) C (5), 它 把 93 上 的 & 次 有 效 除 子 的 线性 
等 价 类 参数 化 。 我 们 的 目标 是 证 明 一 个 定理 , 它 的 特殊 情形 由 Riemann 提出 , 这 个 定理 把 
秘 Wi 的 局 域 几何 特别 是 它们 在 各 种 点 处 的 切 锥 一 一 与 P97! 中 5 的 典范 曲线 上 相应 
的 线性 系 |D| 的 几何 联系 起 来 。 

首先 , 注意 到 我 们 有 一 个 自然 等 价 


P(T,( A (5))) SE P(H'(S, 08)"), 


它 把 伴随 于 Jacobi 饼 4 (5) 的 切 空间 的 射影 空间 与 典范 映射 


wk :5S — P(H(S, Qs8)) 兰 了 9 
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的 外 围 空间 等 价 起 来 。 今 后 , 当 我 们 提 到 P97! 时, 总 特别 表示 P(H°%(5, Q53)*)。 特 别 是 , 在 
任意 点 MEX 的 任意 子 复 X C Z(5) 的 射影 切 锥 


P(X)) C PD LS))) = Pp" 


将 被 看 作 典 范 曲 线 的 外 围 空间 P97 的 子 艇 ; 我 们 将 用 T,(X) 来 表示 这 个 艇 。 
回顾 一 下 我 们 的 记号 , 设 wi,… ,wg 是 5S 上 全 纯 1 形式 的 基 , 使 得 映射 


Ai: 一 09) 


0- (Fo) 


给 出 , 并 且 上 映射 :5 一 8 (5) 由 


HDi 二 + 十 pa) = HW(P1) + :+ kK(pa) 
给 出 。 只 要 我 们 有 5S 上 的 一 个 局 域 坐 标 z, 我 们 就 可 以 用 


wao(D) = Qalp)dz 


来 定义 函数 Q。, 使 得 矢 


地 


表示 了 -中 典范 曲线 的 点 p。 
我 们 的 第 一 个 目标 是 在 几何 上 描写 点 WA(D) 处 复 Wi 的 切 锥 。 首 先 假定 除 子 D 是 正则 
的 , 即 dim |D| = 0。 由 Riemann-Roch 定理 的 几何 描述 , 典范 曲线 上 万 的 点 的 线性 张 开 DD 
是 (d 一 1) 维 平面 , 并 且 我 们 声称 ， 
Wa 在 1(D) 处 是 光滑 的 , 并 且 切 空间 Tp)(Wa) = D。 
证 明 : 首先 假设 DD = pi 十 … 十 pa, 其 中 的 点 p; 都 不 相同 , 使 得 p; 附近 3 上 的 局 域 坐标 z 
提供 了 DD 附近 的 5 的 局 域 坐 标 。 上 映射 14: 5 一 4 (5) 由 


pi pi 
oo 
给 出 。 微 分 后 , 我 们 得 到 , 映射 1 的 Jacobi 艇 Z(1) 为 


Q1(p1), “*)， Q,(p1) 


Z(H)= 


aa OQ (pa) 
由 假设 得 到 , 表示 典范 曲线 上 点 p; 的 行 矢量 Q(p;) = (8Q1(pi),… ,9y(pi)) 都 是 独立 的 。 
此 Z(n) 在 DD 处 有 最 大 秩 q, 所 以 Wa = AS) 在 AD) 处 是 光滑 的 , 并 且 切 空间 由 点 pi 
张 开 。 
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通过 假设 D = 2pi 十 pz 十:… 十 pai 其 中 p; 不 相同 


我 们 来 说 明 在 5 的 对 角 


上 出 现 了 什么 情况 ; 一 般 情 况 只 是 概念 更 复杂 而 已 。 设 > 是 p 的 坐标 , 在 pi 的 邻 域 变化 , 并 


且 对 如 上 的 8Q(p) = (81(2),… ,人 (2)) 我 们 定义 


rt EN 2 
om- (至 … 公 ). 
P9-! 中 由 Oo) 和 9'(o) 确定 的 直线 Q(p)Q'(p) 是 p 处 典范 曲线 的 切线 。 对 
和 十 a 
WIT 1W2 = Z1%2, 
我 们 设 
Foa(w1i, wa) = “ot 1/ Wao 
Po po 
OF aF 
Bad (2 2 2) | Bd (2122) = wal(Z1) EE wa (22), 
我 们 推导 出 a I 
Fe 一 了 (De(z) + Qolz2)); 2 _ QA) — Qe2) 
WwW1 2 Bi a 
设 Z2 变 到 Z1 后 ， 得 到 在 D= 2p1 十 Do2 十 …. 二 Dal 处 计算 的 Teed 矩阵 为 
Q(pi) 
—S2(p1) 
2(p2) ， 
Oo 1) 


并 且 进 行 如 前 当 点 不 同时 的 讨论 即 得 。 
现在 假设 DD 在 7 维 线性 系 中 移动 , 并 且 用 


DA 一 DPI( 入 ) 十 … 十 pa(A)， M8NEP 


来 表示 |D| 中 的 除 子 。 按 照 Riemann-Roch 公式 , 每 个 DA 的 点 mw(A) 将 在 P97! 中 张 开 一 


个 (d 一 + 一 1) 维 平面 ; 在 这 种 情况 下 , 我 们 声称 
在 点 ULD) 处 Wi 的 射影 切 锥 是 由 线性 系 | 万 | 的 除 子 张 开 的 平面 的 并 集 


Tp (Wa) = (J Db. 


入 EP7 


证 明 : 回想 一 下 , 在 w(D) 处 Wi 的 切 锥 是 Wa 中 解析 弧 的 在 y(D) 处 所 有 切线 的 轨迹 。 现 


在 , 设 
D(t) = q(t) + + qalt) 
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是 在 对 称 积 S@ 中 的 任意 路 径 , 其 中 对 某 些 D、e |D| 有 


D(0) = Ds = pi1(AN) 十:… 十 Pa(A)。 


于 是 , 像 的 弧 

w(t) = 4( DW) 
处 在 Wa 中 , 并 且 w(0) = yp(D); 并 且 反 过 来 ，Wia 中 的 任意 弧 由 这 种 方式 给 出 。 为 了 概念 
上 的 简单 , 我 们 假定 pi( 和 ) 是 不 同 的 并 且 设 过 是 pi( 和 ) 周围 的 局 域 坐标 。 那 么 , 如 果 di 的 的 
坐标 为 zi( 旭 , 那么 ， 


wt) = pnp(q(t)) + + nH(ga(t)) 


(- 机 ‘dd 
~1 v Po 


其 中 , 在 mi(A) 附近 wa = Qu(z)dx 如 前 。 微 分 后 ， 


人 的 Qo (zt))ai(t), I ] ， 


并 且 设 t=0 后 ,J(D) 处 w(t) 的 切线 是 


> #0)0(p:)). 


i 二 1 


现在 , 假设 数 (0) 和 点 入 Ee PP" 可 以 任意 规定 , 它 表明 , 作为 一 个 集合 有 


Tp) (Wa) = Ur ,pa( 和 


正如 所 期 望 的 一 样 。 证 毕 

寺 别 注意 , 如 果 7 > 0, 那么 Tp)j(Wa) 包含 典范 曲线 的 7 次 割 线 艇 ; 因为 它 不 处 在 任何 
p91 的 线性 子 室 zs 间 中 , 所 以 我 们 得 到 

HUL(D) 是 Wi 的 奇异 点 当 且 仅 当 dim |D| > 0。 

我 们 可 以 内 在 地 把 前 面 的 计算 解释 如 下 : 在 等 价 |D| = P" 下 , 线性 系 |DI C SG@) 是 正 
规 从 为 N 一 P" 的 复 子 流 形 。 我 们 用 P(N) 表示 所 伴随 的 射影 从 , 它 的 纤维 由 


全 


P(N), = P(NA) 


给 出 。 一 起 AS” 一 (5) 把 PP 映射 到 点 p(D), 那么 , 微分 po 在 下 的 切 矢量 上 为 零 ， 
并 且 因 此 mm(6 € Tiip)( 了 (5)) 对 任意 上 se NA 有 明确 的 定义 。 它 诱导 出 一 个 同 态 映射 


Lx : P(N) 一 PI ), 
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其 像 是 切 锥 Ti(p)(Wa)。 对 每 个 入 , 纤维 P(N)、 由 5 中 经 过 D 的 弧 参 数 化 , 并 且 上 述 计 
算 表 明 ， 心 把 P(N) 同 构 地 映射 到 子 空间 D、C P97!。 

在 可 用 的 线性 系 中 平面 DD 的 一 个 性 质 如 下 : 
引 理 : 如 果 点 gE P91 处 在 两 个 制 线 平面 D、, DM 上 , 那么 , 对 由 DA 和 Dx 张 开 的 平面 束 
中 的 每 个 Di 它 都 处 在 Di 上 ; 或 者 换 和 句 话说 , 映射 lu : P(N) 一 Tip)(Wa) 的 纤维 是 线性 
空间 。 
证 明 : 假定 完备 线性 系 |D| 的 维 数 为 r。 由 Riemann-Roch 公式 得 到 , 任意 除 子 已 e |K 一 DD| 
的 点 张 开 一 个 (9 一 7 一 2) 维 平面 天 。 于 是 ，P9 中 包含 玉 的 超 平面 线性 系 在 典范 曲线 上 切 
出 完备 线性 系 | 刀 |; 特别 是 , 任意 束 {D,} C |D| 由 经 过 的 超 平面 束 切 出 。 因 此 , 如 果 9 处 
在 束 {D,} 的 两 个 割 线 平面 D、 和 DX 上 , 那么 它 处 在 由 任意 平面 Dj, 和 除 子 FE IK 一 D| 
所 张 开 的 超 平面 中 。 但 是 当然 , 典范 曲线 与 包含 D,, 的 任意 超 平面 的 剩 下 的 相交 就 是 线性 
系 |K 一 DD| 的 一 个 除 子 , 所 以 它 表明 4 处 在 包含 Dj 的 任意 超 平面 上 , 即 ，g 处 在 Dj, 上 。 


证 毕 


接 下 来 我 们 设 T= Tpy(Wa) 并 且 将 证 明 
命题 : 对 dim |D| 一 的 DE S00, 射 昌 切 难 了 了 C et! 的 次 数 为 94")。 


证 明 : 
设 q,…,qg_atr 是 5S 是 一 般 点 , 特别 是 使 得 


(*) dimlD+ 角 十 :二 War| 二 mlD|= 7 
并 且 对 任意 (@4 去 7 的 子 集 di1,***, da 有 
(x**) dim|D—q…—gal= dim|D| -a=r—a。 

注意 , 由 (*) 得 到 , 点 q1,… ,gy_ay 在 典范 曲线 上 都 是 独立 的 ; 用 五 来 表示 它们 张 开 的 
线性 空间 P94t"-! C P971。 

为 了 证 明 命题 ,我 们 将 证 明 ， 忆 与 了 模 蕉 相交 于 次 数 为 《2 “的 一 个 能 ; 我 们 
将 特别 证 明 

1 交集 下 n 盏 是 Pi-otr-l 中 | 个 同等 的 (+ 一 1) 维 平面 的 并 集 


(J dd 


TC{1 ;9 一 ar 
# 


2. 这 个 相交 是 横 蕉 的 。 
为 了 证 明 第 一 点 , 我 们 注意 到 , 对 任意 多 重 指标 了 = {i…,} C {1,…,g 一 4d 二 7 
我 们 可 用 找到 包含 点 g,…, qi, 的 一 个 除 子 DA e |D|; 那么 我 们 可 以 得 到 ， 


Qi 92 C D,, 
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并 且 因 此 一 般 有 


(J CTNE. 
I 


反 过 来 , 假设 D、 是 |D| 中 的 任意 除 子 , 并 且 D、 正好 包含 a 个 点 qi, 我 们 把 它 取 为 
qi1,… ,ga( 由 (*) 得 到 , 当然 a < 7)。 于 是 因为 由 (**) 得 到 ， 


dim|D+ gori+ +g arr| = dim|D|=7, 


所 以 由 Riemann-Roch 公式 得 到 ， 


dim(DAUE)= dimDy, go ,dar =9—1— a 


从 线性 代数 得 到 ， 
dim(DANE) = dimD, +dmE—dimD\UE 


一 Qa—1, 
即 ， 万 \ 与 互 只 相交 在 张 开 d1 da 中 。 于 是 ， 


五 nTc Ja ga, 
I 


并 且 引 理 的 第 一 部 分 得 证 。 

注意 ， 所 这 个 讨论 得 到 ， 对 上 的 一 般 点 d1 dr 和 在 Gi 0 中 而 不 在 01) ,gr 
的 真子 集 的 张 开 中 的 任意 点 q, 将 存在 包含 gq 的 一 个 唯一 的 平面 万 \。 因 此 ， 

于 是 心 一 般 是 一 对 一 的 , 即 , 平面 D、 只 扫 过 竹下 一 次 。 
特别 是 , 它 保 证 了 工 的 维 数 的 确 是 a 一 1。 

在 第 二 部 分 的 证 明 中 的 第 一 一 一 和 主要 一 一 步骤 是 证 明 : 

(*) 对 一 般 点 qi,…,g, E 5, 在 ,… 中, 秘 工 在 同等 超 平面 的 补 集 


Tn rn re 
7 一 工 


中 是 光滑 的 。 
我 们 已 经 知道 ， 在 这 样 的 点 上 是 一 对 一 的 ; 为 了 证 明 它 , 我 们 必须 证 明 , 映射 J : 
P(N) 一 T 在 9 处 有 非 零 的 微分 。 为 此 , 我 们 在 坐标 为 入 = (QO,…, 入 ) 的 邻 域 UC P" 
中 进行 讨论 , 其 中 m(A) 是 A 的 单 值 函数 ; 我 们 选择 p;(0) 周围 的 一 个 局 域 坐标 z， 并 
且 把 xs(A) = 2%(pi(A)) 看 作 入 的 函数 。 在 任意 给 定点 , 都 可 以 选择 Xe(1 < a < 7) 使 得 
Dzu(A)/BXs = bg。 

我 们 可 以 假设 pi( 和),… ,po_r(A) 张 开 了 DA; 那么 , 对 了 PN)lr 的 纤维 中 的 相应 齐 次 坐标 
t 二 [1,… ,ta_r], 映射 上 有 一 个 提升 


hs: Ux CH C0, 
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L(AN,t) = po 1N)) 二 十 如 re-r(A))。 
注意 ，fi 在 P” 的 每 个 纤维 上 是 线性 的 , 可 直接 验证 : 心 的 Jacobi 矩阵 比 b 的 Jacobi 矩 
阵 的 秩 小 1, 并 且 我 们 可 以 计算 后 者 。 利 用 1 < o<d--7r 范围 的 指标 ，, 的 Jacobi 艇 为 


ee on) 
Q(pa_,()) 
Ofix/ Ota_r bh / 
oon | = 2 G0 上 /OA (po(N)) 
Oi /ON, > ta(9zo/X)Q'(po(A)) 
在 9zo(A)/aN = 5 的 点 处 , 它 是 
QI(A)) 
0Q(pa_7(N)) 
tiQ (pMN)) + > to(02s/0N)Q (po(N)) | 


o>7r+1l 


tN (pr N+ >》 ta(O20 /MY (po(N)) 


o>7r+1l 
在 前 7 个 点 p; 的 张 开 中 一 一 使 得 访 11 二 … = tr = 0 一 一 而 不 在 它们 的 任意 真子 集 的 张 
开 中 一 一 使 得 对 a 乞 7 有 刀 夭 0 一 一 的 点 PE 万 ;一 人 太 处 , 这 个 矩阵 的 秩 就 是 下 列 和 矩阵 的 
OQ(p1) 
Q(pa-r) 
Op1) 
Op) 


但 是 现在 ， 如 果 01 Dr 是 一 般 点 ， 那么 


dim 有 十 01 十 :十 pr| = dim|D|=7, 


并 且 因 此 由 Riemann-Roch 公式 得 到 , 张 开 


DA+tPit+p 二 201 十 十 20 十 Dr 十 十 Dd 
三 QQ) Y(p1),* ,2 (Dr) 
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的 维 数 为 q 一 1。 因 此 , 在 pi,…,p; 的 一 般 点 处 Jacobi 徐 有 最 大 秩 , 并 且 第 一 个 断言 得 到 
证 明 。 

在 第 二 部 分 的 证 明 中 剩 下 的 两 步 很 简单 。 第 二 步 是 证 明 

对 某 些 d1 ** ,dg-dtr; 在 TH 的 一 般 点 处 的 相交 户 并 [是 横 截 的。 


这 可 直接 得 到 : 现在 一 般 的 q1,…,g;,, 取 任 意 不 处 在 超 平面 TTT; 中 
的 任意 BE 并 且 因 此 选择 独立 的 dr+l,*** ,dg—dtr 模子 空间 Ti(T)。 
最 后 , 我 们 声称 , 对 S 上 的 一 般 qi)…… ,dy arr， 


(*) 在 每 个 (r 一 1) 维 平面 而 ,jh 的 一 般 点 处 , 相交 万 门下 是 横 蕉 的 。 
为 此 , 考虑 把 (qi 十 … 十 97; gr=1 十 … 十 qg_atr) 变 成 (qi 十 … 十 qo_arr) 的 映射 


nT:S" x S90 — S97dtn) 


并 且 BC 5974") 是 0 ;daoir 的 轨迹 ，(*) 对 它 不 成 立 。 由 第 二 步 得 到 ，7-!1(B) 承 
So) x S54- 并且 因为 So x 956-9 是 不 可 约 的 , 所 以 B 的 维 数 严格 小 于 g 一 dq 十 7; 于 是 命 
题 得 证 。 证 毕 


总 之 , 我 们 证 明了 
Riemann-Kempf 奇异 性 定理 : 对 一 个 r+ 维 d 次 线性 系 |DD|, 切 锥 
Tp) (Wa) = (J D、 
万 一 XE|D| 
Se i i —d 器 
由 除 子 DA e |D| 的 点 张 开 的 平面 D、 = Pd 一 的 并 集 。 它 的 次 数 为 人 并 且 
只 被 平面 DD 扫 过 一 次 。 


如 果 d = 9 一 1 那么 我 们 已 经 知道 ， Wa 是 在 (3S) 上 0 除 子 6 的 平移 9_。 并 且 由 它 
得 到 了 最 先 由 Riemann 给 出 的 结果 : 


multjp) (QO_.) 一 70( 记 ); 


特别 是 ，0 除 子 的 奇异 轨迹 对 应 于 那些 在 线性 系 中 移动 的 9 一 1 次 的 除 子 。 利 用 它 , 容易 得 
到 ， 


9 的 奇异 轨迹 的 维 数 至 少 为 9 一 4。 


证 明 : 假设 相反 , 即 ，9@_。 的 奇异 轨迹 的 维 数 < g 一 5。 上 典范 曲线 上 点 pi,… ,pg_3 的 一 般 集 
合 张 开 一 个 PM。 设 yp :5 一 PP? 是 从 这 个 P94 到 5 的 投影 。 对 5 上 的 点 pq， 


“参见 : G. Kempf, On the Geometry of a theorem of Riemann, Annals of Math., Vol. 98(1973), 178-185. 
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当 且 仪 当 
Dp, pi1,** ,Pg-3 = 4,pP1,.** ,pg-3, 
它 等 价 于 
dim%, gq, pi, ,Pg-3 = 4 —3, 
即 ， 


dim|p 十 gq 二 Pi 十 … 十 pg_3| 二 1。 
计算 维 数 后 我 们 推导 出 , 如 果 dim(9_.)。 严 格 小 于 9 一 4, 那么 , 将 有 co? 于 个 dim 万 和 9 一 3 
的 除 子 D es S470, 并 且 因 此 对 pi,… ,po_s 的 一 般 选 择 , 映射 p 将 是 一 对 一 的 。 但 是 因此 
像 的 曲线 是 亏 格 为 g(g 一 1)/2 的 (2g 一 2) 一 (g 一 3) =g 十 1 次 光滑 平面 曲线 。 因 为 对 g 宕 4 
有 g < (g)(g 一 1)/2, 所 以 我 们 得 到 矛盾 。 证 毕 


在 亏 格 为 6 的 Riemann 曲面 上 , 对 2 维 5 次 线性 系 的 特殊 情形 , 读者 可 能 乐意 得 出 
Riemann Re 验证 了 线性 系 |D| 总 可 以 作为 一 条 五 次 光滑 平面 曲线 得 
| S 后 , 不 难得 到 , 在 点 1(D) 处 Ws 的 切 锥 是 Veronese 曲面 wn (P?) C 了 5 
的 一 个 弱 族 ， J T 的 奇异 轨迹 就 是 Veronese 曲面 本 身 。 


特殊 线性 系 TV 
现在 , 我 们 已 经 掌握 一 些 必要 的 方法 来 回答 曲线 上 特殊 线性 系 的 存在 性 问题 。 对 每 对 
1 < 4d < g 的 整数 4 和 x, 我们 用 Wi 来 表示 在 映射 
We) 


下 维 数 > r 的 d 次 线性 系 的 像 。 由 真 映射 定理 ，W; 是 解析 子 艇 ,并 且 我 们 将 证 明 , 它 的 最 
小 维 数 用 本 章 第 三 节 的 直接 维 数 计算 来 得 到 。 
我 们 先 计算 子 秘 W, = (5 四) 的 同调 类 ; 


喀 


案 是 Poincar€ 公式 : 


证 明 : 在 J/ (5) 的 实 举 标 z1,… ,x2y 一 一 它 对 应 于 机 (8, 2) 的 标准 基 的 选 拌 而,…, 62 
下 , 我 们 已 经 证 明 ，9 的 Poincaré 对 偶 是 


9 
WwW 一 2 dxa A dzZa+y 
Q 一 1 
设 4= (al …,ap) 为 指标 集合 , 满足 1 和 aa <… < a 9, 并且 设 dx4 = dzwmA Adza， 
A (tg; 得 到 


= (g— ad)!(—1)4 >， drA NdrAtge 


#A=g—d 
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设 本 = ( 才 ,…, 庆 ) 为 来 自 (1,…,29) 的 指标 子 集 , 那么 因为 dzj 给 出 了 页 *(_Z(5)) 的 一 个 


基 , 所 以 将 得 到 
dzZy 二 一 一 一 9 dA dr 
1 3 a a 
利用 w9 -的 公式 , 右边 为 
|/ wa 如 果 对 茶 些 4 = (oi,…,ag) 有 J= (4,A+g)， 
(5) 


(g—)! 0 其 它 。 


男 一 方面 , 因为 映射 W9 : SG@ 一 Wa 的 次 数 为 1 和 7 :54 一 5S 的 次 数 为 dl, 所 以 


1 
/ dzy = i/ (ua) dry, 
Wa Sd 


其 中 ,js = Hg or :654 一 Wi 是 复合 。 现 在 ， 


dj*adzj = Din dr;, 1<Jj < 29, 


其 中 , zx : 34 一 9 是 在 第 天 个 因子 上 的 投影 , 且 = py; 因为 Jw*dx; E HDr(S) Poincaré 对 
遇 于 闭 链 5j, 所 以 


2 


(*) war 和 AM dratg = 1, 
S 


并 且 所 有 i <j 的 yr*dzi 信 ydz; 的 其 它 积 分 都 等 于 零 。 因 此 , 通过 迭代 得 到 ， 


等 于 零 , 除非 对 某 些 B= (Bi,…,B4) 有 J 了 = (B,B 十 g), 并 且 在 这 种 情况 下 由 (*) 得 到 


/ (Md) drp,Bryg = dl。 
Sd 


证 毕 
我 们 现在 介绍 一 个 由 Kempf 和 Kleiman-Laksov 得 到 的 一 个 构造 。 回 顾 第 328-332 页 ， 
Jacobi 徐 上 的 主 极 化 得 到 了 等 价 


并 且 得 到 一 个 Poincaré 从 
P— £(S) x £(5), 


*S. Kleiman and D. Laksov, On the existence of special divisors, Amer. J. Math, Vol. 93(1972), 431-436. 
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其 性 质 为 


1. 在 上 述 等 价 下 ， 
P| xs)xx = 已) 


是 对 应 于 入 E Pic?(_G (5)) 的 线 从 ; 
2. 如 果 po E 5 是 一 个 基点 , 那么 对 任意 P， 


PONs SS P(A+ KP))po® 
现在 , 我 们 固定 S 上 次 数 n > 2g 一 2 的 除 子 Do, 并且 设 


Ds 


当 入 在 24(5) 上 变化 时 ，Z(A) 在 3 上 的 所 有 普 次 线 从 上 变化 。 选 择 m > nn 个 S$S 上 的 一 般 
点 。 由 性 质 2, 存在 一 个 自然 等 价 


L(y 举 P(A HA(Di))mo © 了 mr 9 
因为 当 限 制 到 po x (5) 时 ，Poincaré 从 在 拓扑 上 是 平庸 的 , 所 以 存在 一 个 同 构 
L(N)p; = Ly,, 


它 Ce 地 一 一 但 不 是 全 纯 地 一 一 依赖 于 入 e (9)。 
Riemann-Roch 公式 得 到 hn(O(L( 和 A))) =n 一 g 十 1。 因 为 L(A) 的 截面 在 mm 点 处 都 
不 等 于 零 , 那么 , 存在 一 个 单 射 


TT 
| 


它 的 像 S 是 随和 全 纯 变 化 的 (n -9 十 1 维 子 空间 5、。 更 确切 地 说 , 存在 一 个 秩 为 m 的 全 
纯 矢量 从 巨 一 _f (5), 它 的 纤维 为 


如 果 G(n 一 g 十 1,B) 是 所 伴随 的 Grassmann 从 , 纤维 为 
Gln—g+1,E)= Gn—9g+1,E,), 


那么 子 空间 {5、 C EB\} 给 出 了 
G(7 一 9 十 1 五) 


的 全 纯 截 面 。 
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构造 的 要 点 是 : 对 每 个 d, 我 们 考虑 全 纯 子 从 Vin_n+a CB, 其 纤维 为 


m—nt+td 


Vn-ntas = PD Zn 


并 且 设 


DN EN 
一 PO)+ Do— pm nhl 一 一 Dms 


于 是 我 们 得 到 ， 

h(EBa(N)) = dim 和》 门 Ya 
它 可 以 如 下 重新 表述 : 把 Ce 等 价 L(A);, 宇 万, 与 同 构 Ly, 兰 C 联合 起 来 得 到 一 个 Ce 的 
平庸 化 


piE— £(5)xC", 
它 把 直 和 分 解 五 = @ 总 1L( 和 )y; 变 到 C™ 的 坐标 轴 上 。 因 此 , 我 们 得 到 一 个 Ce 映射 


a: £(5) = Gn—g+l,m), 


它 由 al(1) = olSA) 给 出 。 如 果 el ,em 是 C™ 的 标准 基 并 且 Vi,_w4a = {ei1,… ,em_n4a), 
那么 ， 

由 繁 WI 的 (一 Do 十 pm_niatl 十 … 十 pm) 得 到 的 平移 在 集合 论 上 是 在 Schwbert 闭 链 
的 a 下 的 逆 像 : 


Ogtr dgtr ad(Vn_nta) = {A EG(n—g+1,m);dim(ANV, nra) 7+1}. 


我 们 注意 到 , 即使 映射 a 不 是 全 纯 的 , 在 任意 Schubert 财 链 的 a 下 的 逆 像 是 4 (5) 
的 一 个 复 解 析 子 簇 , 其 中 Schubert 闭 链 对 应 于 一 个 标志 , 而 标志 的 子 空间 是 C™ 中 同等 的 
Cr+。 另外, 这 些 闭 链 的 Schubert 条 件 在 Grassmann 从 的 纤维 上 有 意义 。 

我 们 要 得 到 的 结果 是 下 面 第 358 页 给 出 的 关于 dim W4 的 下 界 。 证 明 的 关键 步骤 是 : 


引 理 : 除了 在 0g_dg_d(Vm_ntd) 之 外 ， a( (9)) 与 特殊 Schubert 闭 链 0g_a(Vm_ntd) 横 截 相 


父 。 


回想 一 下 , 在 集合 论 上 ，a-1(og_a(Vn_n1a)) 是 Wa 的 平移 ; 因为 Wi 是 不 可 约 的 , 所 以 
引 理 在 本 质 上 等 于 证 明 : a(_Z (5)) 沿 着 相交 不 处 处 相 切 于 og_a(Var)。 
假设 引 理 成 立 后 , 在 剩余 部 分 证 明 背 面 的 想法 是 : 首先 , 由 引 理 ，Wi 的 基本 类 是 


ax*(ar_d)。 于 是 , 由 Poincaré 公式 得 到 


1 
ao a) ~ 一 一 99 4。 


(9 一 起 ! 
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最 后 , 就 象 在 第 一 章 第 六 节 所 证 明 的 一 样 , 每 个 Schubert 闭 链 一 特别 是 cu yu 一 一 
可 以 表示 为 基本 Schubert 闭 链 的 多 项 式 ; 进行 明确 的 计算 后 得 到 


a” (G9 dr gapn) cB0+DG+7 oD, C 天 0， 


并 且 这 表明 下 界 为 dimTV7>9 天 十 19+r 一 d。 
引 理 的 证 明 : 取 Xe a-10， sa(WV 1a)。 在 典范 曲线 9 上 选择 独立 的 点 g1,…,g,, 并 且 设 


Bo=q+.… + gg — PN). 


因为 :5(9 一 84(5) 在 qi 十 … 十 gg 周围 是 一 对 一 的 ,那么 对 和 o 周围 的 所 有 入 , 存在 唯一 


P(N)= [qa(N+…+g9(N) — Eol; qi(N)= gio 


设 
2 (> qi(A) — Pot+ D,] 
A A Da) 
兰 H"(O(LN))), 
并 且 考 虑 映射 本 
LO NN-Bo+t+D) PDG, 
它 由 


给 出 。 它 对 Xo 的 邻 域 过 中 的 入 定义 了 一 个 映射 


Ea A) 


它 就 是 在 的 适当 局 域 平庸 化 中 的 映射 a。 
现在 , 设 
B:U— Gm—n+t+g—o1,m) 
是 G 与 自然 同 构 
*:GnNn—g+1,C") — Gm—n+i+g m1,C"™) 
的 复合 , 使 得 6( 和 ) 就是 m 一 nn 十 9 一 1 维 在 点 pi,…,pm 处 fe 22(A) 的 取 值 R(f) 上 的 关 
系 矢 量 空间 。 我 们 要 证 明 ，B(U) 与 对 个 Schubert 闭 链 


*(0gad) = {A” :dim(A*N AnnV nta) > 9— dad} 
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在 65(Xo) 处 横 截 相交 。 
现在 , 如 果 Xo 对 应 于 不 在 Wi 中 的 除 子 D e Wa, 即 , 如 果 


hh (PN) + Do— pm_ntati—***— pm)=1, 


那么 , 对 i 在 1 各 一 nn 十 4d 之 间 , 亡 ,jg-4d 在 m 一 nn 十 d 十 1 和 m 之 间 的 选择 , 我 们 得 到 


ho(P(M) + Do — pm_ntati — — pm— Pitpi+--: 十 Djo_a) = 0。 


为 了 记号 方便 , 我 们 取 j = 1 7 ,7 二 员 一 十 d 十 1…,m 一 nn 十 9。 于 是 , 它 意味 着 
Cr 中 的 子 空间 a(Xo) 与 子 空间 


Cy D:D Cp 


互补 。 那 么 , 就 象 我 们 在 第 一 章 第 五 节 所 得 到 的 一 样 , 在 8(Xo) 的 邻 域 中 的 任意 A 可 以 唯 
一 表示 为 下 列 矩 阵 形式 : 


Q1,1 1 0 .1.. 0 0 Q1,m—n+tgil mm 
0 
00 ... 10. 
Qm—n+g—1 00 .-.. 0 1 Qm—ntg—lm—ntgtl “°°* QQm-n+g—l,m 


和 抢 阵 中 未 确定 的 元 素 ui 是 8(Xo) 附近 G(m 一 n 十 g 一 1,m) 的 Pliicker 坐标 ; 并 且 在 这 
些 坐 标 下 ，Schubert 闭 链 xog_a(Ann Vn_n4a) 由 


Qm—ntd,l 二 Cm-ni+g—1,l 一 0 


/人 
给 


为 了 在 这 些 坐 标 下 得 到 Xo 周围 的 映射 6, 我 们 首先 如 下 找到 子 空间 R( 儿 (和 )) 上 的 线 
性 关系 : 由 Riemann-Roch 公式 得 到 ， 


h°(S, QT (Eo— > 9i(A) 十 》 pi — Do))=m—n+i+g—1。 


设 1,… ,Wm_ntg-1 是 这 个 亚 纯 微 分 空间 的 基 。 对 函数 fe€ .名 (入 ), 亚 纯 函数 三. ma 将 只 在 
点 pi 处 有 极点 , 把 留 数 加 起 来 后 , 对 每 个 a =1,…,m 一 nn 十 g 一 1 得 到 


DResn(f 和 = Ho) Resp (na) =0° 


这 就 是 我 们 所 要 的 关系 , 并 且 和 矩阵 (Resp, (m6)) 表示 空间 6(A) < C"*。( 注 意 , 我 们 的 确 
用 这 种 方法 得 到 了 .2 (A) 上 的 所 有 关系 : 因为 1(S,D1(B 一 3 0g; 一 Do)) = 0, 所 以 矩阵 
(Resy, (ma)) 的 最 大 秩 为 m 一 n 十 g 一 1。 
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Figure 15 


我 们 可 以 在 几何 上 实现 映射 6 的 坐标 : 再 次 由 Riemann-Roch 公式 得 到 ， 


ja(S,Q1I(PTT >》 7 — Do))=m—n+2g—1; 


考虑 5 在 Pm ?+2 2 中 相应 的 圣 入 。 由 假设 知道 , 点 po,… ,pm_ntog 和 qi1( 入 ),… ,go( 和 ) 是 
线性 独立 的 ; 设 V 是 由 点 po,… ,pm_ntg 张 开 的 (m 一 nn 十 9 一 2) 维 平面 ，W( 和 ) 是 由 点 qi;( 入 ) 
张 开 的 (g 一 1) 维 平面 。( 见 图 15。) 那么 , 因为 形式 

na € HS,Q (Bo — > ,a(N) + > pi — Do)) 
对 应 于 包含 点 qj( 入 ) 的 PP 一"+2 中 的 超 平 面 , 所 以 我 们 得 到 ， 


B( 和 ) 的 Pliicker 坐标 是 在 从 W( 和 ) 到 站 的 投影 下 点 py 的 像 rwoy(pk) 的 齐 次 坐标 , 它 在 VV 
上 的 坐标 系 中 , 并 且 在 VV 中 ,点 po,…,pm_ntg 表示 坐标 轴 。 


因此 , 为 了 证 明 6 在 Xo 处 的 横 堆 性 , 我 们 必须 证 明 , 由 


T(A) = TW(N) (p1) 


给 出 的 映射 


ri:UoVESEPp" "+t! 
横 切 于 由 点 p2,… ,pm_nta 张 开 的 V 的 子 空间 。 为 此 , 设 点 w%(A) 是 变化 的 。 因 为 x( 和 ) 是 
V 与 子 空间 qi1 (入),… ,qo( 入 ),pi 的 交集 , 所 以 当 w(A) 变化 时 由 x( 和 ) 形成 的 弧 的 切线 就 是 V 
与 由 gq ( 和 ),… ,i_1( 入 ), qi41 (和),… ,qo( 入 ),pi 张 开 的 空间 的 交集 , 并 且 是 qi() 处 5 的 切线 。 
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因此 , 只 要 切线 {To0(59) 上 j=1.69 以 及 点 D…Dm-nid 不 能 张 开 了 ”2 那么 就 不 能 
横 切 于 pz,… ,pm-_n+a。 但 是 这 等 价 于 说 ， 


ho(S, QT (Bot+ > pi— Do 2: gi(N)— pi—— pmnrd)) 


Sh, (PO = Do ng me (mn))) 
ho(S, QA1(—Ea(N) — >》 qi(N0))) #0; 
并 且 因 为 点 q;( 和 ) 在 5 的 典范 曲线 上 是 线性 独立 的 , 所 以 并 非 如 此 。 
从 引 理 得 到 ， 
了 (5S) 上 给 Wi 的 基本 类 是 G(n 一 9 十 1m) 上 的 Schubert 闭 链 的 上 同调 类 经 a 的 拖 


加。 


日 Poincaré 公式 得 到 ， 


ET 


1 
QO0gd ~ 一 一 9 2 


=a 
现在 , 由 Giambelli 公式 , 闭 链 oy4@_a.g4r-a 的 类 由 下 列 行列 式 给 出 : 


Ogtr-d Ogt+r-dtl “** Ogt+2r-d 


Ogt+r-d-l1 Ogtr-d 
Oog+r 一 d…,9+r-d 二 |. ， 


Oog-d Ogtr—d 


并 且 因 此 我 们 可 以 写 出 : 


1 1 1 
(g+7—ad)! (g+7r—a+1)! (g+27—qd)! 
1 


r=1)(g+r—d (HT 
2 Ogtr—d,…,g+r—d RN eX )(g ) 。 . 


1 
Gr 二 


为 了 一 般 地 计算 (y 十 1) x (yy 十 1) 矩阵 


的 行列 式 D(z, 妇 ,对 二 2,.…,y 十 1 依次 用 (z+ 上 一 1 乘 以 第 万 列 并 且 减 去 第 (一 二 列 
的 数 。 于 是 新 矩阵 4 将 是 


有 
全 (Z 一 十]! (Zz 一 i 十 7 十 1)! 
7 一 i+j++1 ZX 十 7 
ll 
工 一 ? . 
A 
) 1 
Qiyt1 二 Qiytl = l 
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特别 是 , 除了 oa = 1/(z 十 四 之 外 , 顶 行 的 所 有 元 素 都 是 零 ; 并 且 它 的 余 因 子 为 
yl. D(x,y 一 1); 因此 ， 
zl 


并 且 因为 D(zx,1) = 1/z, 所 以 它 得 出 
2 一世 0 
(z+ 
把 它 应 用 到 闭 链 0 Og_qdtr,,g dtry 我 们 得 到 
rl(7 —1)!...0! 


.Ce+DGH+r-a， 


Q Ogtrdr,,g—dtr = (0 or de 


现在 , 假设 簇 的 维 数 小 于 g 一 (7 十 1)(g 一 4 十 7)。 那 么 , 我们 可 以 在 4 (5) 找到 去 掉 
Wi 的 维 数 为 (r 十 1)(g 一 a 十 7) 的 闭 链 WV。 于 是 我 们 得 到 


Qogadtr.g-dtr(V) = (Vy den de) 


一 0。 


但 是 妨 一 方面 , 因为 9 是 正 的 , 所 以 


rl(7 — 1)!...0! 
9 二 27 一 d)!:.…(g+7—d)l! 
> 0。 


Oogadtr..g-dtr(V) = . #(V .OM+)(9tr TD)) 


于 是 , 我 们 最 后 得 到 ， 

定理 : S 上 7 维 d 次 线性 系 的 化 到 C (5) 的 维 数 至 少 为 g 一 (7 十 1)(g 十 7 一 d)。 特 别 

是 , 如 果 g 之 (7 十 1)(g 十 7 一 qd), 那么 每 个 亏 格 为 g 的 Riemanm 曲面 有 一 个 这 样 的 线性 系 。 
注意 , 不 总 是 a( (5)) 将 与 Schubert 闭 链 oy4a_%…o_arr 横 截 相交 的 情形 一 一 我 们 已 

经 知道 了 很 多 复 fy = oa lou arr 的 维 数 比 所 要 求 的 大 的 情形 。 因 此 , 我 们 不 能 肯 

定 地 说 Wi 的 类 是 什么 。 但 是 , 应 该 陈述 下 列 显然 的 结果 : 


如 果 a( 多 (8)) 横 切 于 oo， ay 那么 WI 的 类 为 


Wr rl(7 — 1)!...0! 
4 (g+2r—ad!l...(g+7r— qd) 


QT+D)(gtr-d), 


这 对 在 前 面 特殊 线性 系 的 讨论 中 提出 的 枚 举 问 题 给 出 了 所 “预期 "的 答案 。 例 如 , 我 们 
已 经 知道 , 亏 格 为 9= 2k 的 一 般 Riemann 曲面 将 有 有 限 个 有 十 1 次 束 , 并 且 可 以 给 出 有 多 
少 ; 如 果 a( (5)) 横 切 于 Schubert 财 链 oz 那么 这 个 数 为 


HR 一 9 
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这 是 因为 6? = gl。 注 意 , 如 果 9 = 2,4,6 和 8, 它 得 到 了 1,2,5 和 14, 与 我 们 前 面 的 计算 一 
样 。 


Torelli 定理 


回想 一 下 , 极 化 Abel 徐 是 应 该 一 个 (M,[w]), 其 中 WM 是 一 个 Abel 簇 , [w]e 8H?2(M,Z) 是 
M 上 的 极 化 类 。 在 极 化 Abel 簇 (M, [wl) 和 (Co]) 之 间 的 映射 由 全 纯 上 映射 :MM 一 MM 
给 出 , 其 中 产 (w]) = |w]。 我 们 已 经 知道 , 亏 格 g > 1 的 紧 至 Riemann 曲面 5 给 出 一 个 极 化 
Abel 徐 (Z4(5), [ws]), 其 中 , 在 内 在 的 形式 下 ，_Z (5S) 是 五"(S,91) 上 泛 函 的 (80(S, QI 
除 以 格子 A(5) 兰 本 (5,Z) 的 商 , 它 通 过 5 的 1 维 闭 链 上 的 积分 得 到 , 并 且 类 


ws] : Ha( £ (5),Z) — 2 


在 自然 等 价 下 由 
[wsl(a AB) = *#(a. Bb) 
给 
Ha( 8 (8),2) = M(H(S, 2)). 
现在 我 们 将 证 明 , 实际 上 曲线 5 可 以 重新 从 [了 (5),[w]) 构造 出 来 : 即 
Torelli 定理 : 如 果 5S 和 5’' 是 紧 致 Riemanmn 曲面 , 使 得 作为 极 化 Abel 化 


(££(5), [ws]) SE (ZF (5"), [ws')), 
那么 ,，S 衬 9/。 


证 明 *: 我 们 首先 评注 一 下 , 如 上 所 述 , 在 Torelli 定理 的 证 明 中 本 质 先 验 的 步骤 由 Riemann 
定理 组 成 , 它 把 除了 平移 以 外 由 [ws] 所 定义 的 除 子 9 与 除 子 W,_1 联系 起 来 ; 现在 要 做 的 
是 从 W,_1 重新 构造 5。 

首先 我 们 在 3 和 5S’ 是 非 超 椭圆 的 情形 下 证 明 Torelli 定理 。 回 想 一 下 , 如 果 M = C9?/A 
是 任意 复 环 面 , 那么 切 空间 {TL(M)}aem 都 自然 等 价 于 Cs。 因此, 如果 多 CM 是 任意 大 
维 解析 子 徐 ，X* = 和 一 Xsng 是 X 的 光滑 轨迹 , 那么 我 们 可 以 用 


Gx (N= TX) TM) = Cs 


来 定义 X* 上 的 Gauss 映射 
Gx : X” — G(K,g)。 


我 们 直接 得 到 ，9 多 x 是 内 在 定义 的 , 并 且 如 果 XX 在 M 中 被 平移 , 那么 它 不 变化 。 


例如 , 考虑 由 , , 
(Fo) 


“这 个 证 明 来 自 A. Andreotti, On Torelli’s theorem, Am. J. Math., Vol. 80(1958), pp.801-821。 


Riemann 曲面 和 代数 曲线 : 曲线 及 其 Jacobi 艇 324 


给 出 的 标准 映射 :5 一 24(5)。 那 么 Gauss 映射 
纪 :5 — G(1,9) = 了 


ET 
| 


0 0 

Gi(z) = BzH1(2), ,Fz hg) 
[wa(z)/dz， ,wa(z)/d2] 
给 出 。 即 ，(S) 的 Gauss 映射 简单 地 是 典范 映射 Lk : 5S 一 P91。 

现在 , 考虑 伴随 于 0 除 子 的 6_ C 了 (5) 的 Gauss 映射 

YG:0°,. =W 一 G(9 一 19)=(P9? )"。 

我 们 已 经 知道 , 点 WUCD) e 96_ 是 光滑 的 当 且 仪 当 除 子 D = > Pi 是 正则 的 , 并 且 如 果 是 这 
样 , 那么 j(D) 处 96_; 的 切 平面 是 由 5 的 典范 情形 C 上 的 点 p; 张 开 的 超 平面 。 因 为 每 个 C 
的 超 平面 截面 只 包含 有 限 个 点 , 所 以 映射 多: 6* 一 P9-* 处 处 有 限 ; 因为 一 般 的 超 平面 截 
面 由 一 般 位 置 上 的 2g 一 2 个 点 组 成 , 那么 我 们 得 到 , 一 般 地 ， 乡 有 


人 _ 9. (9 十 起 29 一 2) 
有 人 一世 


个 时 。 

现在 , 设 BC (P9-1)* 表示 多 的 分 支 轨迹 , 即 , 在 9 中 映射 多 奇异 的 点 集 在 (Po-1)* 
中 的 像 。 在 点 MD) e 6*， 处 ,，D = pi e 56-0, 我 们 可 以 把 9 上 点 pi,…,p, 1 周围 
的 局 域 坐标 二 ,2 取 为 6_。 上 的 坐标 。 那 么 显然 , 如 果 C 上 任意 点 pi; 的 情形 处 在 由 
p1,… ,po_1 张 开 的 平面 上 , 那么 ， 


即 ，j(D) 是 多 的 奇异 点 。 因 此 , 如 果 我 们 设 了 C (P971)* 表示 P97! 中超 平面 的 真子 艇 , 并 
且 它 与 C 的 相交 不 在 一 般 位 置 上 , 那么 我 们 得 到 , 处 在 站 之 外 的 C 的 任意 切 超 平面 甩 在 
8 的 分 支 轨 迹 刀 中。 

反 过 来 , 如 果 五 不 是 C 的 切 超 平面 , 那么 互 与 C 相交 于 随 五 解析 变化 的 29 一 2 个 不 
同 点 肥 ( 万 ),… ,zg_2( 万 )。 对 甩 附 近 的 用 的 民国 和 个 分 支 由 


{D(H)=% (FH) + + a )} rg 
给 出 , 并 且 因 为 这 些 分 支 中 没有 两 个 集合 在 五 处 , 所 以 五 不 能 是 分 支点 。 用 C* C (P91)* 
表示 C 的 切 超 平面 集合 后 , 我 们 已 经 证 明 ， 
BCC” 处处， 
B=0” 在 (B9 9) 一 Y 中 。 
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但 是 现在 我 们 得 到 ，C* 是 不 可 约 的 : 它 是 接合 对 应 T= {(p, H) : H 2 T,(C)} CC x Per 
的 像 , 它 本 身 是 C 上 用 不 可 约 纤维 的 纤维 化 , 并 且 因此 是 不 可 约 的 。 
于 是 得 到 , 在 (Po-1)* 中 ， 


BB 

即 ，3 的 典范 曲线 的 切 超 平面 集合 是 0 除 子 9 C .2(S) 上 Gauss 映射 多 的 分 支 轨迹 
(Po-1)* 的 闭 集 。 

现在 , 我 们 该 结束 证 明了 : 因为 (4 (5), |w]) 确定 了 9 和 多 , 并 且 因 此 除了 一 个 (P91)* 
的 同 构 外 确定 了 C*, 所 有 剩 下 的 是 证 明 , 如 果 C 和 CC P91 是 两 条 典范 曲线 , 其 中 
Cr = ,那么 Cs 兰 CI 。 这 不 难得 到 : 只 要 注意 到 , 对 每 个 点 p Ee C，(g 一 3) 维 平面 

TC = {H e (pr) : H > TO)} 
被 包含 在 C* = C0C* 中 。 但 是 由 Bertini 定理 得 到 , 线性 系 的 一 般 元 素 
{H.C’}yer,(c) 

在 线性 系 的 基点 轨迹 世 ,(C) nc 外 是 光滑 的 ; 因为 TT,(C) C C0*, 所 以 TT,(0) 必须 是 CI 的 
切线 。 还 有 , 我 们 得 到 , 如 果 g > 3, 那么 没有 与 C' 相 切 于 两 点 q,% ee C' 的 直线 : 如 果 有 
一 条 这 样 的 直线 , 那么 由 Riemann-Roch 公式 的 几何 描述 , 我 们 将 得 到 加 (2g + 20) = 3， 
并 且 由 Clifford 定理 , 曲线 C' 必须 是 超 椭圆 的 。 因 此 我 们 可 以 写 出 唯一 点 EC' 的 
T,(0) 一 Ty(0'), 并 且 上 映射 p 一 p' 给 出 C 与 0C' 的 同 构 。 如 果 g = 3, 我 们 已 经 知道 , 对 
P? 中 的 四 次 曲线 C 和 C0’ 只 有 有 限 个 双 切 线 ; 映射 p 一 p 将 扩张 到 这 些 点 上 来 给 出 同 构 
CG EC 

本 质 上 , 同样 的 证 明 对 超 椭圆 曲线 也 成 立 : 再 次 , 统 在 (P91)* 中 的 分 支 轨迹 将 由 那些 
超 平 面 五 组 成 , 使 得 -1( 态 nO) 包含 多 个 点 。 但 是 在 超 椭圆 情形 , 可 能 出 现 两 种 情况 :如 
果 甩 相 切 于 OC, 或 者 如 果 互通 过 的 分 支 轨迹 中 的 任意 点 。 因 此 ，B 将 由 COC* 以 及 的 
分 文 轨迹 中 每 个 p 的 超 平面 yp = { 玉 : 太 ep} C (P91)* 组 成 。 那 么 实际 上 , BB 确 定 了 C， 
也 确定 了 C 上 的 2g 十 2 个 点 {pi;}, 使 得 ，S 可 表示 为 正好 在 {pi;} 分 支 的 C 人 富 P! 的 二 重 覆 
盖 ; 就 象 我 们 在 超 椭 圆 曲 线 中 讨论 的 一 样 , 它们 确定 了 5。 证 毕 

Torelli 定理 在 理论 上 保证 了 Riemann 曲面 9 是 所 有 性 质 都 反映 在 它 的 极 化 Jacobi 簇 
(也 (3),[w]) 中 。 最 后 我 们 做 一 个 评注 , 实践 上 的 情形 与 理论 上 的 一 样 一 一 读者 可 能 广 意 到 
了 , 我 们 在 本 章 证 明 的 每 个 结果 可 以 简单 地 用 映射 
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的 方式 表示 出 来 。 的 确 , 就 象 我 们 已 经 看 到 的 一 样 , 当 用 本 质 上 的 线性 Jacobi 簇 表 示 出 来 
时 , 曲线 的 一 些 深奥 的 性 质变 得 好 处 理 了 。 因 此 , 曲线 与 其 Jacobi 复 之 间 的 关系 是 非常 丰 
富 的 。 不 笠 的 是 , 虽然 可 以 通过 Hodge 分 解 得 到 类 似 的 构造 , 对 研究 高 维 簇 的 类 似 方法 没 
有 找到 。 
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